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Dweh die BekaimtmaGliTmg des Algorithmus der höheren Anaty^m 
vm SeSften Leibnizens wtktden £e Grundlinien einer nenen Wissensehaft 
gezogen, welche (seine grossen Zeitgenossen in kurzer Zeit anf das wnn^ 
derbarste nach allen Seiten hin zu erweitern verstanden; aber er sowohl 
wie seane Mitaxbeker yerabsäumten dem neuen OebMude ein sicheres 
Fundament za Terschaffen. Denn die wenigen Worte, in welchen Leib^ 
niz zuerst ühet das Wesen der Differentiale sich aussprach, sind dnnUe 
Andeutungen, die zu durchdringen nur den ausgezeichnetsten Mfinnem 
seiner Zeit gelang, die aber für die minder Begabten durchaus nnveiv 
säbidlieh blieben, und was er später gelegentlich in mehreren Abha&d^ 
lungen fiber die Auffassung und zum Yerst&ndniss der genannten Gi^Ss- 
sen hinzufügte, bot tunreiehenden Stoff zu Angriffen auf die l^eherhek 
der neuen Bechnui^. in der That eine bemerkenswertfae Erscheinung 
auf dem Gebiet der mathematischen Disciplinen! Die WissenscSiaft 
w&chst Yon Tag zu Tag aiuf schwankendem Grunde, und tfur dadurch 
hat man eine sichere Gewähr ftir die Dichtigkeit der mit ihrer Hülfe 
gewonnenen Resultate , dass auf eine andere nnzwetfeihafte Weise diesel- 
ben Resultate erhalten werden. Zwar finden sieh nicht selten in den 
Abhandlungen Leibnkens Anweisungen «uf den Ursprung' der neuen 
Kedmung und dass sich die Fundamentaltheoreme der höheren Analysis 
ioreh die sogenannte Dxhaustionsmethode {^per inseripliones el cifrcum- 
ieripHones Atehimeäeas) beweisen lassen; indess geschah niemals eSn Ter- 
saeh, die Begilbidung auf diese Weise durchzufahren. Was in dieser 
HkiAeht Veisftgliehes Ton Newton und seinen KacUblgem geleistet 
wtordoy Miel» ixdl>etü^csiehtigt , da die Yemntteinng der Lehre rtm den 
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Fluxionen mit der fast allseitig angenommenen Leibnizisclien Darstellong . 
der höheren Anaijsis fehlte« 

Dieser Zustand dauerte länger als ein Jahrhundert. In dieser Zeit 
fehlte es zwar nicht an Bemühungen, der gesammten höheren Analysis 
ein festes Fundament zu verschaffen; die Wege jedoch, die man dazu 
einschlug, konnten nicht zum Ziele führen,, insofern man nicht auf den 
Ursprung zurückging und die historische Entwickelung der Wissenschaft 
unbeachtet Hess. Meistens betrachtete man die Differentiale den Ansich- 
ten Leibnizens gemäss als unendlichkleine Grössen, die in Bezug auf 
andere endliche Grössen verschwindend seien, oder da diese Vorstellung 
zu den schneidendsten Widersprüchen führte, als iNFuIlen n^it intensiveni 
Werth, oder um allen Zweifeln ein Ende zu machen, als Motionen, di^ 
auf Treu und Glauben angenommen, nur der Sechnung wegen gemacht 
werden müssten. Bei dem Studium der höheren Analysis verfahr man 
ao, wie Bossut aus seinem Leben erzählt: Lorsque je commenpaii d Hu^- 
dier le livre du marquis de VBöpUalf favais de la peine d concevoir qu'on 
frttl n4gHger abßolumenlf sans erreur queleonque, une quanlitd infinmint pe- 
tUCy en ffomparaison d'une quatUÜ^ finie. Je eonfißi mon emXfarraa d un 
fameuic g^omitre (FoiUaine) qui me r^ondü: ,yAdmeUez les infimmmt petiU 
ewnme yne hypolMse^ diudiez la pratique du calcul, et la foi mus viendra.*' 
Ja foi est venue en effet: je me suis convaincu que la mSUiphysique de 
l'analyee infiniiüm(üe eti la mime dans h fond que Celle de la mifihode 
d*exhau8tion des anciens gecmitres» (ßisL desmaihSmatiq. Tom, lt. p. 145.) — 
Dies Alles wäre vermieden worden, wenn man die historische Entwicke- 
lung der höheren Analjsis verfolgt hätte; man würde alsdann in den 
Untersuchungen der griechischen Geometer aus dem Bereich der höheren 
Geometrie den Grundbegriff gefunden und durch Zusammenfassen der 
eix^selnen Fälle, in welchen derselbe erscheint, ihn so verallgemeinert 
haben, wie es die Begründung der höheren Analysis verlangt.' Erst in 
neuerer Zeit haben theoretische Untersuchungen zu der Ueberzeugong 
geführt, dass eben dieser Begriff der Gränze das alleinige sichere Fun- 
dament für die gesammte höhere Analysis bildet; die Stimmen indess 
sind noch nicht zum Schweigen gebracht, welche memen, dieser Begriff 
sei zu dunkel und für diejenigen, welche das Studium der höheren Ma- 
thematik beginnen, zu schwierig. Um auch diesen Vonnuf, den einzig 




hahbaren, der nodb von den. Gegnern der Gränzmethode er}ioben wird) 
gröndlidi zu beseitigen, dürfte die geschicbüiche Darstellnng am rechten 
Orte sein, in der gezeigt wird, wie die höhere Analysis entstanden, auf 
welehe Quelle ' sie zurücikgeführt werden kann und auf welche Weise 
sie sich nach und nac^ herangebildet hat. — 

Die Geschichte der Mathematik ist seit dem Anfang dieses Jahr;- 
hunderts ungebührlich vernachlässigt worden. Die Theilnahme für di^ 
historifiche Seite der Wissenschaft beschränkt sich auf [einzelne abgeris- 
sene Notizen, die selten, aus den Quellen geschöpft, in der Eegel den 
Schrieen über die Geschichte der Mathematik, welche im 18. Jahrhun- 
dert, verfasst sind, entlehnt werden. Das schöne Beispiel Lag rang e^s, 
der in den Xenons sur le calcul de$ foncHoM der histcxrischen Ent- 
Wickelung eine ganz besondere Aufmerksamkeit gewidmet hat und der 
jede Abtheilung seiner M^canique analyüque mit einer geschichtlichen Be- 
trachtung über die zu Grunde gelegten Principien beginnt, ist ohne Nach- 
ahmung geblieben. Während auf fast allen Grebieten des »Wissens die 
Anfänge , die Grundgesetze und die dadurch bedingte Entwickelung, die 
Störungen und die äusseren Einwirkungen wenigstens in übersichtlicher 
Darstellung dargelegt werden, hat man sich in der Mathematik gewöhnt, 
die Entstehung und die allmählige Ausbreitung der einzelnen Disciplinen 
ausser Acht zu lassen. Wenn nun auch zugestanden werden muss, dass 
alles das, was in der Mathematik zur Betrachtung kommt, lediglich 
durch die freie Thätigkeit des Geistes hervorgebracht wird und ohne 
anderweitige Hülfsmittel dargestellt werden kann, so wird auf der an- 
dern Seite nicht geläugnet werden, dass durch die genetische Entwicke- 
lung der Grundbegriffe, die in schroffster Abstraetion hingestellt, der 
klaren Erkenntniss und Durchdringung manche Schwierigkeiten darbie- 
ten, vielleicht am Jeichtesten die Dunkelheiten beseitigt werden. Vor- 
nehmlich dürfte die genetische Darstellung der Principien der höheren 
Analysis für die deutliche Einsicht in das Wesen derselben äusserst 
forderlich sein. In diesem Punkte kann die Geschichte der Mathematik 
der Wissenschaft zu Hülfe kommen. Freilich sind die vorhandenen 
Schriften über die Geschichte der Mathematik meistens so abgefasst, 
dass sie weniger den Weg, auf dem die einzelnen Disciplinen fortge- 
schritten und allmählig sich herangebildet haben, im Zusammenhang dar- 
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legöü, ald viBlmeliJt thet ik Ewchefintmgen attf deta Gebiete der tnattie* 
toätisöhen Literatttf berichten. Die vofKegeiidö Schrift ist ein V^ttüch, 
di6s& iiücke in iBe^^g auf die höhere Anaiysis ans2n]{lillen. «^ Um die- 
dös 2iiel ^ erreichen , War es nothwendi^, at^ die Quellen selbst zorück*- 
zugehen. Dies ist mit möglichster Sorgfalt geschehen, so ireit die Ver» 
hältnisse des Verfassers es gestatteten, welcher zur Zeit der Abftussung 
dieser Schrifl; selbige aus grosser Entfernung mühsam hetbeiscfatfen 
müsste. Der Ursprung der einzelnen Methoden ist daraus genau ent*- 
tooiamen, sie selbst sind in ihren Eigenthümfichkeiten götreu characteri-^ 
sirt. 2u dem Ende sind aus den betreffenden Schiiften längere Btetten 
ausgehoben t^orden und zwar !n der Sprache des Originals, um die ur- 
sprüngliche PSrblmg, die durch Uebertragung Mfcht verloren geht, zu 
erhalten und um nicht Vorstellungen späterö'üi Ursprungs einzumischen, 
wodurch das Frfihere oft in wesentlich anderem Lichte erscheint. Na«* 
meütlich war dies Verflsihren tmumgänglich nothwendig bei äer Mitthei- 
lung der Leibnizischen Manuscripte, mit deren Hülfe die «elbstständige 
Entdeckung des Algorithmus der höheren Analysis durch Leibnisi fest- 
gestellt und der länge Streit tlber den ersten Entdecker der Dtfferential- 
tecfanung endlich definitiv entschieden worden ist. Hierbei kann der 
Verfasser nicht unterlassen, den Hohen vorgesetzten Behörden in Berliül 
und Hannover, besonders der Königlichen Preussischen Akademie der 
Wissenschaften, für die ausgezeichnete Liberalität, durch Welche die Auf- 
findung und sorgföltige üntersnchung der Leibnizischen Manuscripte anf 
der Königlichen Bibliothek zu Hannover ermöglicht wurde, den wärm- 
Dank abzustatten. 

Berlin im October 1884. 



Die Entdeckung 



der bdberen Analynis. 



Cf«rliartfi»iMi^. 



Der Graadbegriff der hökeren Aoalysis bis Mf Leilaii 

DBd Newton« 



Der Ursprung der höheren Analysis lässt sich bis zu den in ihrer 
Art unflbertroffenen Schöpfungen der Geometer des griechischen Alter- 
thums verfolgen; sie wurzelt iii dem Verfahren, das zuerst von EüKIi- 
des und Arehimedes zur Ermittelung der Quadratur krummlinig he- 
granzter Figuren angewandt wurde. Dies darzuthun ist die nächste Auf- 
gd)^, und zu dem Ende ist eben jenes Verfahren der genauesten Be- 
trachtung zu unterwerfen. 

Es liegt in der Natur der Sache, dass die Geometer des Alterthums 
auf sehr verschiedene V^eise zu dön Theoremen gelangten, die wir als 
Erzeugnisse ihres Scharfsinnes noch immer bewundern. Sie fänden die- 
selben nicht allein auf dem Wege der Speculation, ihre Hülfsmittel waren 
nicht bloss die noch gegenwärtig üblichen: Lineal und Zirkel, sie ge- 
brauchten auch unmittelbare Messung durch den Massstab und Abwägung 
körperlicher Figuren, die aus derselben Materie bestanden. Von dem 
letzteren findet sich in Archimed's Schrift über die Quadratur der Parabel 
ein Beispiel. Hatten sie so, gleichsam im Rohen, das Verhältnis^ von 
FßchetiTäumen oder des cübischen Inhaltes von Körpern ermittelt, so 
kajtt es darauf an, die Wahrheit solcher neti gewonnenen Ergebnisse 
streng mathematisch zu beweisen entweder dadurch, dass sie den Zu- 
sammisnhdng derselben niit d^il als richtig anerkannten Sätzen zeigten, 
oder dass sie die aus jenen gözoge^^n Folgerungen mit dem bisher Be- 
.^Men als nicht im tVideif^spi'uch stehend darfegten. Diese Art und 
Wäse der ffegtitndung Würde ton ihnen Analydis genannt und mit Ke- 
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wundningswurdiger Meisterschaft gehandhabt. In besondern Schriften, die 
grösstentheils verloren gegangen sind, hatten sie die Hülfssatze zusammen- 
gestellt, welche bei dergleichen Untersuchungen als Anhaltspunkte dienen 
konnten und durch die die Lösung der Probleme auf dem kürzesten 
Wege vollbracht wurde. War jedoch das Verhältniss zwischen gerad- 
linichten und krummlinig begränzten ebenen Figuren oder zwischen Po- 
lyedern und von krummen Oberflächen eingeschlossenen Körpern genau 
zu ermittehi, so stellten sich grosse Schwierigkeiten entgegen, insofern die 
unmittelbare Anschauung, ein nothwendiges Erforderniss bei allen geo- 
metrischen Untersuchungen, nicht ausser Acht gelassen werden durfte, 
um Fehlschlüsse zu vermeiden. Dass diejenigen, welche hierbei nicht mit 
der nöthigen Vorsicht zu Werke gingen, zu dergleichen verleitet wurden, 
davon berichtet Archimedes in den Vorreden zu seinen Schriften. Nur die 
grösste Strenge in den Beweisen konnte vor irrthümUchen Resultaten be- 
wahren; deshalb verwandten die grossen Geometer des Alterthums die 
vorzüglichste Sorgfalt darauf, und ihre Schriften haben zu jeder Zeit als 
unübertreffliche Muster in dieser Hinsicht gegolten. 

Die erwähnten Schwierigkeiten zeigten sich bereits bei der^ Ermit- 
telung des Verhältnisses zwischen der einfachsten krummlinig begränzten 
Figur, dem Kreise, und andern von geraden Linien eingeschlossenen Ebe- 
nen. Nachdem nämlich gezeigt worden, dass reguläre Polygone von glei- 
cher Seitenzahl sich wie die Quadrate der Durchmesser der umschriebe- 
nen Kreise verhielten, so war nichts natürlicher, um den Uebergang zum 
Kreise- selbst zu bilden, als durch Verdoppelung der Seitenzahl der Poly- 
gone die Umfange derselben der Kreisperipherie immer mehr zu nähern. 
Da aber eine ins Unendliche fortgesetzte Verdoppelung der Seitenzahl und 
zugleich die unbegränzte Annäherung des Umfangs der Polygone an die 
Kreisperipherie keine Anschauung gestattet, so sahen sich die C^ometer 
des Alterthums genöthigt, für alle derartige Untersuchungen einen Hülfs- 
satz zu Grunde zu legen, durch dessen Vermittelung jenes Ziel unbe- 
schadet der höchsten Evidenz erreicht wurde. Ein solcher Satz findet 
sich zuerst in den Elementen Euklid's (10. Buch, 1): Sind zwei ungleiche 
Grössen gegeben, und nimmt man von der grösseren mehr als die Hälfte, 
von dem Reste wieder mehr als die Hälfte, und so immer fort, so kommt 
man irgend einmal auf einen Rest, welcher kleiner ist, als die gegebene 



kleinere Grösse. Demnach bleibt bei fortgesetzter Theilung der einen 
Grösse der letzte Rest stets mit der zweiten kleineren vergleichbar, und 
es geschieht somit der strengen Anforderung der Geometrie Genüge. — 
In der Anwendung dieses Satzes verfahrt Euklides sehr gleichförmig. 
Um z.B. zu zeigen, dass jeder Kegel der dritte Theil eines Cylinders ist, 
welcher mit ihm gleiche Höhe und einerlei Grundfläche hat, nimmt er im 
Voraus an, dass das, was behauptet wird, richtig sei, und fuhrt den 
Beweis mdirect. Angenommen also, dass der Cylinder grösser sei, als 
das Dreifache des Kegels , denkt er sich in dem Kreise , der die gemeib' 
same Grundfläche des Cyhnders und des Kegels ist, ein Quadrat be- 
schrieben und auf denselben ein mit dem Cylinder gleich hohes Prisma 
gestellt, so ist das letztere grösser als die Hälfte des Cylinders. Halbirt 
man nun die zu den Quadratseiten gehörigen Kreisbogen und verbindet 
die Theilpunkte mit den zunächst liegenden Ecken des Quadrats, so ist 
jedes der dadurch entstandenen Dreiecke grösser als die Hälfte des 
zugehörigen Kreisabschnitts; steUt man also auf jedes dieser Dreiecke 
ein mit dem Cylinder gleich hohes Prisma, so ist jedes derselben grösser 
als die Hälfte des zugehörigen Cylinderabschnitts. Setzt man die Hal- 
birung der Kreisbogen so fort und verfahrt wie vorher, so kommt mian 
einmal auf tlylinderabschnitte , die kleiner sind als der Ueberschuss des 
Cylinders über das Dreifache des Kegels; mithin wird das Prisma von 
gleicher Höhe mit dem Cylinder, das auf dem in der Grundfläche be- 
schriebenen Polygon steht, grösser sein als das Dreifache des Kegels. 
Nun ist dieses Prisma das Dreifache einer Pyramide, die einerlei Grund- 
fläche und Spitze mit dem Kegel hat; folglich wird diese Pyramide 
grösser sein als der auf dem Kreise errichtete Kegel, was ofienbar 
einen Widerspruch enthält, da die Pyramide in dem Kegel enthalten ist. 
Hithin kann der Cylinder nicht grösser sein, als das Dreifache des Kegels. 
Ebenso wird gezeigt, dass der Cylinder nicht kleiner sein könne, als 
das Dreifache des Kegels. Die Richtigkeit des Satzes wird demnach 
dargethan seiii. Auf dieselbe Weise bemerkt Euklides, dass Kreise sich 
verhalten, wie die Quadrate ihrer Durchmesser, dass dreiseitige Pyramiden, 
Kegel, Cylinder von gleicher Höhe beziehungsweise sich verhalten wie ihre 
Grundflächen, dass Kugehi im dreifachen Verhältniss ihrer Durchmesser 
stehen. 
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Qift H9Wt4ue|le, \m djif Verführ^ kennen va {crafo, ^s^ i^ 
^ Gtto^Q^fr d^9 ^Iterthum» in i)iren Upte^suchiiDgen über dk Qw4r^* 
tur ^uipn^linjg h^SßzUar Ebenen und über Cubinmg der vop krumirneii 
Q})(l^ßl>|3|i eii|ge$chIo^$eQen ILörp^ bedienten, sipd die QQcb vorh^dfi- 
i^fgfL Sclpflte9 Arcbimed^fi. Unter diesen durfte die Abbsrndluilg fiber #9 
Qfadfatur d^r Pi^raliei b^^ndera in Betr^^^ht ^u zieben s^, inifofani iß 
4^e)beQ <|ft§ in |lede stehende Yerfabren am ursprünglichsten ^]^ 
Ifjigt U||d ^igl^ch erbßUti dass Archimede^ mit yreit grösserer Schärfo, 
4§ i^e Vorgänger yerftibr. Zuerst miuss bßrvorgehaben werden, d^8 
Ar^^ii|il9c|«l^ in dieser Abbandl^ng, so wie iq allei» übrigen, den oben er* 
W^t^ Qüifssatz jEuklid's in veränderter fotiß zu Grunde lagt; er 
^fitol^t ihA S9 au^: Wenn <wei Flächenräume ungleich sind, 90 ist es 
VMtolißbf d^ Unter^cU^d* um welchen der Ueinere voq dem ^d^seren 
tlieitrpffißn wird, so oft zu sich selbst zu setzen, dass dadurch jeder 
pjg 1, gegebene endlicbe Flächenraum übertrofiEen 

3 S in 0- j ^^^' Vielleicht w^r man in der Anwen- 
dung des EuUideischen Grundsatzes nicht 
vorsichtig genug gewesen, zumal bei der 
beliebig fortgesetzten Halbirupg die Evidenz 
leicht verloren gehen konnte, und hatte, 
wie Archimedes in der der Abhandlung 
über die Quadratur der Parabel voraus- 
geschickten Zuschrift an den Dositfaeus 
ausdrücklich berichtet, fi|lsche Resultate 
erhalten. — Archimedei» hat, wie bekannt, 
die Quaidratur der Parabel auf doppelte 
Weise da^gethan, zuerst mit Hülfe der 
Lehre vom Gleichgewicht — vielleicht war 
er ursprunglich durch mechanisches Ab- 
wägen darauf gekommen --r und sodann auf 
rein geometrischem Wege. Im erstem Falle 
verfihrt er auf folgende Weise: Dr con- 
struirt auf der Sehne BC (Tig. l), die deif ft^r 
raboliscben Abschnitt abschneidet, eip Dir^- 
eck BCDf indem er durdi den Endpiynl^t «P 




d«r Sehne eiae Parallele BD mit der Axe zieht, in dem andern End- 
pttakte eine Taogepte CD an die Parabel legt und beide Linien bis 
zum gegenseitigen Dorcbsebnitt in D Terlängert; alsdann theilt er die 
Sebne in eine beliebige Anzahl gleicher Theile BE, EF, FG, GJ, JC, 
liebt durdi die Theilponkte E, F, G, J Parallelen mit der Axe ES, Fß, 
Q¥, JX, welche die Parabel in den Punkten U^ H, P, O schneiden, 
und legt durch diese Punkte die Linien CUK, CBL, CPM , CON. Da- 
durch werden zwei Reihen von Trapezen erhalten, welche den paraboli* 
sdien Absdinitt von innen und von aussen einschliessen. Arcfaimedes 
beweist nun zunächst mittelst statischer Gesetze, dass das Dreieck BCD 
kleiner sei, als die dreifache Summe der Trapeze KE, LF, MG, NJ 
Hiid des Dreiecks XJC, grösser aber als die dreifache Summe der Tra- 
peze FU, GH, JP und des Dreiecks CJO; und sodann mit Hölfe des 
obeo angeführten Grundsatzes, dass wenn ein Flächenraum Q den dritten 
Tbeil des Dreieckes BCD beträgt, der parabolische Abschnitt BBC die- 
sem Fläehenraam Q gleich ist. Denn angenommen, er sei grösser als 
der Flächenraum Q, so wird der Ueberschuss des parabolischen Ab« 
sehnitts über diesen Flächenraum gewisse Male zu sich selbst gethan 
ttäir geben als das Dreieck BCD. Nun ist es aber möglich, einen noch 
kleineren Flächenraum, als jenen Ueberschuss, anzunehmen, welcher ein 
gemss^maHger Theil des Dreiecks BCD ist. So sei denn das Dreieck 
9CK kleiner, als der erwähnte Ueberschuss und sei ein gewissomaliger 
Theil des Dreiecks BCD-, dann wird BK ein ebensovielmaliger Theil von 
9D sein. Man theile also BD durch die Punkte B, Y, W in solche 
Theile, ziehe von diesen Punkten gerade Verbindungslinien nach C und 
lege durch die Durchschnittspunkte dieser Linien mit der Parabel die 
geraden Liaiem *S, FT, GY, JX parallel der Axe. Nun ist + A ECK < 
AbseknUt BBC, aber A ECK — EK + ZL + AM + aN + A COX, 
fulglieh Q < Fil + GH + JP + A CJO. Es ist aber A BCD ==3 0, 
miibin mässte A BCD < 3 {FU + GH + JP + A CJO} sein, welches 
muBägboh iAi, da gezeigt worden, das Dreieck sei grösser als jene drei-* 
iicb^ Summe; folglidi ist der parabolische Abschnitt BBC nicht grösser 
ak Q. Auf gleiche Weise wird ferner gezeigt, dass auch der parabolische 
Abschnitt BBC nicht kleiner sein könne, als der Fläcbenraum Q* Mitliin 
ist AbsdMUtt 2J7G ^ <}. Kun erst folgt der BauptlehrseU , daee jeder 
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parabolische Abschnitt vier DritUbeiie eines Dreiecks auf derselben Grund- 
linie und von gleicher Höhe beträgt. — In der Quadratur der Parabel 
auf rein geometrische Weise verfolgt Archimedes einen directeren Weg. 
Er zeigt zuerst, dass das Dreieck, welches in einen parabolischen Ab- 
schnitt eingeschrieben wird und mit demselben einerlei Grundlinie und 
Höhe hat, grösser als die Hälfte des Abschnitts ist. Hieraus folgert er, 
dass es möglich sei, in einen parabolischen Abschnitt ein Vieleck der- 
gestalt einzuschreiben, dass die Summe der übrigbleibenden Abschnit 
kleiner ist, als jeder angebbare Flächenraum, was Euklides als Grundsa 
angenommen hatte. Nachdem Archimedes ferner noch dargethan, dasi 
wenn in einen parabolischen Abschnitt ein Dreiedc von derselben Grund 
Unie und Höhe mit dem Abschnitt eingeschrieben wird, und wenn in di 
übrigbleibenden Abschnitte ebenfalls Dreiecke von einerlei Grundlinie un 
Höbe mit diesen eingeschrieben werden, jedes der beiden zuletzt ein-|i 
geschriebenen Dreiecke dem achten Theil des in dem ganzen Abschnit 
eingeschriebenen Dreiecks gleich ist, und dass die Summe aller diesei 
Dreiecke zusammen kleiner ist, als der gegebene Abschnitt, so beweist 
allgemein, dass die Summe einer geometrischen Progression von einer 
beliebigen Menge von Grössen in dem Verhältniss von 4:1, sammt dem 
dritten Theil der keinsten, vier Dritttheile der grössten beträgt. Durch 
diese Vorbereitungen gelangt Archimedes schliesslich zu dem Satz, dass 
jeder parabolische Abschnitt vier Dritttheilen eines Dreiecks gleich ist, 
das einerlei Grundlinie und Höhe mit dem Abschnitt hat. — Betrachten 
wir noch einmal die beiden Wege, auf welchen Archimedes die Quadratur 
der Parabel ermittelt, so ergiebt sich, dass er in dem ersten Falle zwei 
Reihen von Grössen (die in- und umschriebenen Trapeze sammt den 
Dreiecken) aufstellt, deren Summen sowohl dem parabolischen Abschnitt 
als dem Dritttheil des um denselben beschriebenen Dreiecks als Gränzen 
sich nähern; in dem zweiten Falle bilden sämmtliche in dem paraboli- 
schen Abschnitt nach und nach eingeschriebenen Dreiecke ein Polygon, 
dessen Umfang der parabolischen Curve so nahe gebracht werden kann, 
dass die Summe aller übrigbleibenden Abschnitte kleiner ist, als jeder 
angebbare Flächenraum d. h. dass der parabolische Abschnitt die Gränze 
der Summe aller der eingeschriebenen Dreiecke bildet. Demnach sind 
beide Weisen, durch welche Archimedes dassdbe Ziel erreicht, nur iusserr- 
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^Üfkik verschieden, dagegen liegt beiden das Gemeinsame zu Grande, dass 
ie zu bestimmende krummlinig begränzte Ebene als die Gränze einer 
*efl^ibe von irgend welchen Grössen betrachtet wird, die zu ihr in einer 
wissen Beziehung stehen. Zugleich bietet die doppelte Behandlung der 
ißKJIaadratur der Parabel zu der weitern Bemerkung Veranlassung, dass wie 
geitlberhaupt sich Ober die Lösung geometrischer Probleme keine allgemein 
ckiken Regeln aufstellen lassen, die Geometer des Alterthums auch für die 
scinirmittelung der Quadraturen und Cubaturen keine durchgreifenden NoN 
DDiJfiien zu schaffen vermochten, denn nach welchem Gesetz jene Reihen 
rtschreiten und von welcher Form die Grössen, welche die Glieder der- 
Snielben bilden, sein mussten, darüber konnten bei der Vielgestaltong räum- 
iokcher Grössen ebensowenig allgemeine Bestimmungen gegeben werden, 
« fis darüber , auf welchem Wege durch selbige Reihen zur Ermittelung ei- 
er gegebenen geometrischen Grösse zu gelangen sei. Daher wird denn 
uch in Archimed's Schriften ein aligemeines, auf alle Fälle anwend- 
Ijfikares Verfahren, d.h. eine Methode zur Bestimmung der Gränze einer 
gtJBumme von einer willkürlichen Anzahl Grössen nicht gefunden. Hin- 
eiiireichende Beweise hierzu liefern die beiden Bücher über Kugel und Cy- 
dciiinder, die Abhandlung über Konoiden und Sphäroiden, so wie die über 
iJdie Spirallinie. 

laj Man hat das in Rede stehende Verfahren der Geometer des Alter- 

tfthums zur Ermittelung der Quadraturen und Cubaturen „Exhaustions- 
Jmethode'' genannt; aus dem Vorhergehenden erhellt indess deutlich, dass 
in dergleichen Untersuchungen eine Methode, d.h. ein allgemein gültiges 
ji Verfahren nach einer bestimmten Norm nicht vorhanden ist. Die Geo- 
meter des Alterthums haben aber in diesen Untersuchungen den Begriff 
der Gränze, wenn auch nur in einem beschränkten Sinne, auf die ihnen 
eigenthümlicbe strenge Weise festgestellt. Dadurch dass sie den rein 
geometrischen Weg festhielten und zugleich die Nothwendigkeit erkann- 
ten, dem Haupterforderniss der Geometrie, der Evidenz in den Beweisen, 
Genüge leisten zu müssen, um sichere Resultate zu erhalten — dadurch 
wurden sie zu der Annahme geführt, jede krummlinig b^ränzte Ebene 
als die Gränze eines darin beschriebenen Polygons zu beträchten, indem 
die Summe aller übrigbleibenden Abschnitte kleiner werde als jeder an- 
gebbare Flächenraum. 
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Von den Geometern des Altertbums ist hier allein noch Pappus 
(gegen Ende des 4. Jahrb. nach Chr.) zu erwähnen; er hat in seinen 
Mathematischen Sammlaogen die Entdeckungen älterer Mathematiker und 
den Inhalt ihrer damals noch yorhandenen Schriften aufbewahrt und 
so uns kostbare Ueberreste aus dem blühendsten Zeitalter der grie- 
chischen Mathematiker gerettet. Pappus begnügte sich jedoch nicht, das 
Zerstreute lediglich zusammenzustellen; er zeichnete sich vielmehr unter 
dem grossen Haufen der Compilatoren seiner Zeit rühmlichst aus und 
tritt dadurch den grossen Geometern früherer Zeiten zur Seite > dass er 
überaH den bereits bekannten Problemen neue Sätze hinzufügt oder sie 
über ihi*e bisherigen Grenzen erweitert. Bei der Betrachtung der Spirale 
des Konon, deren Eigenschaften Archimedes untersucht hatte, kommt 
Pappus auf die Spirale, welche während der Umdrehung eines Kugel- 
quadranten um seine Axe ein vom Endpunkte dieser Axe mit gleidi* 
fSrmiger Geschwindigkeit herabrollender Punkt auf der Kugeloberfläche 
beschreibt, und findet, dass die Kugeloberfläche zwischen dieser Spirale 
und der Basis des Kugelquadranten d. h. des grössten Kreises , weldier 
den Quadranten abschneidet, dem Quadrate des Durchmessers der Kugel 
gleich ist. In der Begründung dieses Theorems folgt Pappus zwar dem 
von Euklides und Archimedes eingeschlagenen Wege, indem er daß von 
der beschriebenen Spirale und der Basis des Kugelquadranten eingeschlos- 
sene Stück der Kugeloberfläche als Gränze zweier in - und umschriebenen 
Figuren betrachtet, indess mangelt aicbtiich die Schärfe in der Beweis- 
führung, durch die Archimedes seinen Untersuchungen über Quadraturen, 
und Cubaturen die höchste Evidenz verlieh. Wie sehr in dieser Hin«^ 
sieht Pappus hinter dem grossen Geometer des Altertbums zurücksteht^ 
dürfte am deutlichsten sich ergeben, wenn man den ArehimedeiscbeB 
Beweis des Satzes, dass die Kugel ebenso gross ist als ein Kegel, des^ 
sen Grundfläche der Oberfläche und dessen Höhe dem Halbmesser der 
Kugel gleich ist (Von der Kugel und Cylinder, I. 38) mit dem ver- 
gleicht, wie er von Pappus {Colleef. math. lih. F. prap. XXXIIL) g^fthrt 
wird. Leider ist die einzige, vorhandene Ausgabe der Mathematischen 
Sammlungen des Pappus, die lateinische Uebersetzung Commandin's, 
in solcbepi «Zustande , dass eine Vergletchung fast unmöglich wird. 
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If«ch P«ppug wird koia Geometer des Aiterthums geAiii4«n> der 
^9^ jde«i Vorbergebeoden Aehaliclies geleistet hatte* Id der berQhmteii 
Sfsbule tVL Ale]candrien trat lOfiHier mehr ao die Stelle der Originalität 
aii«gebreitetes Wissen; die Gelehrten waren lediglich Comnentatoren der 
W^rke des dassiscben Altertfaams. Der entartete griechische Voiksstamm 
ki»Dpte «icbt länger der Träger wisdensobafüicber Bildung bleiben. Durch 
die VermittelUDg gelehrter syrischer Christen, besonders der Nestorianer, 
wurdep die Beherrscher des grossen arabischen Reiches aus dem Stamme 
der Abassiden zu Bagdad für griechische Bildung und Wissenschaft ge* 
wonnea, und mit demselben Eifer, mit welchem ihre Vorgänger voll Fa- 
Qati#mn9 för ihren Glauben die Ueherreste aller fremden Bildung zu ver* 
nieten drohten, erwarben sie sich als Beschützer und Pfleger der Wi«<- 
senscbaUen, besonders der mathematischen, unvergänglichen Ruhm. Die 
ungeheure Ausdehnung ihres Reiches, das bis über den Indus sich er- 
streckte^ ihre gewaltige Macht öffnete die bisher verschlossenen Pforten 
zu den Culturländern Indiens, und die Araber vermochten auf Grund 
der bereits aufgenommenen griechischen Bildung die selbstständigen Lei- 
stungen der Inder in den mathematischen Disciplinen zu erkennen, ihre 
Vorzöge zu würdigen und sich anzueignen.'^) 

Bisher sind die Araber vorzugsweise als Bewahrer und ^Vermittler 
der griechischen und indischen Mathematik gefeiert worden , ihre eigenen 
Leistungen, namentlich in der Geometrie, hat man ziemlich gering an- 
geschlagen. Dies Urtheil gründet sich indess nur ouf das Wenige, was 
aus der mathematischen Literatur der Araber durch den Druck ver- 
öffentlicht ist: Uebersetzungen griechischer Mathematiker und ein paar 
Werke, die nach indischen Vorbildern gearbeitet sind, während die rei- 
chen Schätze arabischer Handschriften, die in den grossen Bibliotheken 
Europa's sich aufgehäuft finden, mit Rücksicht auf Mathematik bisher 
nur sebr oberflächlich untersucht sind. Erst in neuerer Zeit ist durch 
die Bemühungen S6dillol*s**) und Woepcke*s***) einiges Licht über 



*) Siehe Beilage I. 

flMiffl^^ ^^ ^ ^^^ ^ ^M prt>iil(iua;i pfir S^dill^» Parii 184&. 184d. 
***) L^Algebre iOmar Alkhayydmi^ p^HÜf» ^m<ifiiH <l a^c^mpaj^ 
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die Geometrie der Araber verbreitet worden; aber schon aus den nicht 
sehr umfangreichen Bruchstücken, welche die eben Genannten mittheilen» 
erhellt unwiderleglich , dass die arabischen Geometer nicht blos die 
Meisterwerke der Griechen übersetzten und commentirten, sondern auch 
unvollkommen gelöste Probleme zu vervollständigen und die von jenen 
angefangenen Untersuchungen fortzuführen vermoebten. Ob die ara- 
bischen Geometer auch hinsichtlich der Quadraturen und Cubaturen den 
Schöpfungen der Griechen etwas Neues hinzugefügt haben, lässt sich 
vor der Hand noch nicht entscheiden; dass jedoch die Lehre von den 
Gränzen ihrer Aufmerksamkeit nicht entging, davon giebt der Titel einer 
Schrift des arabischen Mathematikers Ibn Alhaltham: Ueber den ersten 
Satz des 10. Buches der Elemente Euklid's (Woepcke L e, S. 75) Kunde. 



Als Europa aus der tiefen Barbarei des Mittelalters sich zu erheben 
begann, fanden bei den Abendländern zunächst diejenigen mathematischen 
Disciplinen Berücksichtigung, die von den Arabern vorzugsweise cultivirt 
worden waren: Arithmetik und Astronomie, die erstere für den Handel, 
die zweite zur Begulirung des Jahres und zur Bestimmung der kirch- 
lichen Feste unentbehrlich. Namentlich aber waren es die sogenannten 
geheimen Wissenschaften, Alchemie und Astrologie, von den Arabern 
ebenfalls besonders gepflegt, welche mit unwiderstehlichem Reiz alle die- 
jenigen anzogen, die sich irgend für Gelehrsamkeit interessirten. Dies 
beweist, in wie grosser Kindheit der Culturzustand der christlichen Völ- 
ker zur damaligen Zeit sich befand} auf solchem Boden konnte die Geo- 
metrie Archimed*s noch nicht gedeihen. Daher werden auch nur einzelne 
Namen genannt, wie Piaton von Tivoli (in der ersten Hälfte des 
12. Jahrb.) und" Gerard von Cremona (1114 bis 1187) die ein In- 
teresse für das Studium der Geometrie des Alterthums beseelte; sie 
haben zum Theil mit Hülfe gelehrter Juden höchst mangelhafte Ueber- 
setzungen griechischer Mathematiker aus dem Arabischen geliefert. Erst 
als mit Einbruch der türkischen Horden in Europa die gelehrten Grie- 



d^exlraUs de manuscriU in^dUs par F. Woepcke. Parit 1851. — Extraü 
du Fakhri^ traiiS d'alg^bre par Aboü Bekr Mohammed ben Alhagan AlkarkM 
par. F. Woepeke. Paris 1853. . 
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eben eine ZuflucbtsstAtte im westlichen Europa suchten und zugleich die 
Kenntniss der griedii^chen Sprache verbreiteten, wurde die Aufmerksam- 
keit d^r Abendländer auf die Meisterwerke ihrer Literatur gelenkt und 
es begann das Studium der Geometer des griechischen Alterthums un- 
mittelbar aus den Quellen. Der Deutsche Johannes Müller (1436 
bis 1476), von seinem Geburtsort Königsberg in Franken gewöhnlich 
Regiomontanus genannt, Maurolykus aus Messina (1494 bis 
157S), Commandinus aus Urbino (1509 bis 1575) entwickelten als 
Uebersetzer und Commentatoren grosse Thätigkeit. Die vorhandenen 
Uebersetzungen, aus dem Arabischen veranstaltet^ waren fehlerhaft und 
vielfach unverständlich; dadurch dass man diese Mängel zu beseitigen 
sich bemühte, dass vor allen Dingen die Wiederherstellung eines rieh« 
tigen Textes versucht wurde, dadurch gewöhnte man sich allmählig an 
die strenge Methode der Geometer des Alterthums. Vorzugsweise waren 
es die Schriften Archimed's, die mit besonderer Vorliebe studirt wurden. 
Die Untersuchungen, welche der grosse Geometer des Alterthums über 
die Schwerpunkte von Ebenen angestellt hatte, reizten zur Nachahmung 
und Fortsetzung. Commandinus versuchte die Schwerpunkte der 
Körper zu bestimmen*); jedoch mit Ausnahme der Körper, bei welchen 
diese Untersuchung keine Schwierigkeit verursacht, gelang ihm nur die 
Ermittelung des Schwerpunktes für das parabolische Konoid und die 
Halbkugel. Glucklicher war Lucas Valerius (Professor der Mathe- 
matik zu Rom um das Eode des 16. Jahrb.): er veröffentlichte in dem 
Werke: De eentro gravitatis solidorum libri tres, Rom. 1604, die Ergeb- 
nisse seiner Forschungen über die Schwerpunkte aller sphärischen und 
konischen Körper. — Bei diesen, ersten Versuchen, selbstständig auf dem 
Gebiet der Geometrie etwas zu teisten, verfolgten die Mathematiker der 
neueren Zeit denselben Weg, der in ähnlichen Fällen von den Geometern 
des Alterthums eingeschlagen worden war. Jedoch das Studium der 



*) Seine Schrift: Liher de cenlro gravilalis solidorum^ ist dem Werke: 
Ärchimedis de iis quae vehuntur in aqua, libri duo a F, Commandino re«(i- 
tutiy Lotion. 1565, angehängt. Eine vollständige Inhaltsanzeige dieser Schrift 
Commandin's findet sich in Kästner's Geschichte der Mathematik B« 2« 
S. 203—211. 
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Meisterwerke Arcfaimed's und besonders das tiefe Eindringen m das 
Wesen seines Verfahrens , dessen er sich in seinen Untersacfaungen fiber 
die Eigenschalten der krummlinig begränzten Ebenen und der von krum- 
men Oberflächen eingeschlossenen Körper bedient halte, erforderten 
eine sehr allgemeine Bildung des Geistes ; eine solche war damals nach 
so langer Reihe von Jahrhunderten tiefer Barbarei noch nicht erreicht, 
und daher kam es, dass die genannten Geometer die unübertreffliche 
Schärfe Arcbimed's in geometrischen Untersuchungen sich nicht zu eigen 
machen konnten.*) Sie berücksichtigten ausschliesslich die äussere Form 
des Arcbimedeischen Verfahrens und nahmen sich das leichtere Euklidei- 
scbe zum Muster. Lucas Valerius spricht es oiTen aus in der Vor- 
rede zum ersten Buche seines oben angeMbrten Werkes: Quod aitreifi 
aliquot propositiones f alias Artkimeiis lemmatieas, aliai CoHmanüni 
meis rationibus attuli iemonstratas , nm tarn ideireo id feci, n€ mn&t 
lucubrationes depertrent, quam quod eel stylo Euclidis magis coMonae^ 
vel ad percipiendnm eo non minus lahoriosas, qn(a ad invmien^m sfunt 
diffitiliores , vet meo proposito aftiorts vidermtur. So wurde d^nn das 
geniale Verfahren Arehimed's unter den Händen der Mathematiker des 
16. Jahrb. wirklich zu einer Methode und mit dem Namen „Exhaustioms^ 
metbode^' belegt. Unbekümmert um einleitende und vorbereitende Sätze, 
in denen der wahre Nerv der Arcbimedeischen Strenge gefunden Wird, 
und ohne die scharfen indirecten Beweise umschloss man jede kfutfHto- 
linicbte Ebene und jeden von krummen Oberflächen eingeschlossenen 
Körper sogleich durch Polygone und Polyeder und behauptete deiä oben 
angeführten Euklideischen Grundsatze gemäss, dass die gegebene Figur 
von den umschriebenen bei Vermehrung ihrer Seiten oder Seitenebenen 
ins Unendliche sich um eine kleinere Grösse, als irgend eine angebbare, 
unterscheide, die deshalb zu vernachlässigen sei. Auf diese Weise ver- 
schwand die strenge geometrische Evidenz, welche Archhnedes in sei- 
nen Untersuchungen so geschickt aufrecht erhalten hatte, und an ihre 



*) Beläge hierzu bietet namentlich die genannte Sehrift des Lucas 
Valerius; grosse Schlffffheit in der Beweisffihrung findet sich darin flherain. 
Als Anhang ist derselben Schrift eine Quadratur der Parabel hhizügeftkgt, die 
gründlicher und einfacher sein soll, als die Archimedeische. 
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Stell« (rat, wenn attch lioeh verhallt, die Tage Vorstellug des Uftendlicb- 
Ueineii. 

In Folge eines Zwistes mit eiDem WeinbäodJer aber den Inhalt 
dlliger Fässer Wein hatte Keppler (1561 bis 1631) auf kurze ZeR 
seine tiefen Forschungen auf dem Gebiet der Astronomie verlassen , um 
das HaaBS körperlicher Räume zu studiren und das Visiren der Fäss^ 
auf bestimmte , der Theorie entlehnte Regeln zurüekzuföhreif. Die Er- 
gebnisse seiner Untersuchungen verö£FentIidite er in dem Werke: Naim 
sl^riojnitria dolhrum ^inari^rwn etc. Line. 1605*), in welchem in be-* 
sdiränkter Sphäre derselbe reich phantastische Geist des Verfassers, wie 
in den Speculationen über das Weltgebäude sich offenbart. — In Be^g 
auf die Weinßsser, die aus Stücken von Kugeln und Cylindern s^usadi* 
mengesetsi sind, schickt Keppler in dem genannten Werke das voraus, 
WHB über diese Kdrper in den Schriften Archimed's sich vorfindet (5le-^ 
remn^fia Archimedea), jedoch so aufgefasst, wie es ihm für den priAti* 
scfaea Zweck der Schrift und für Liebhaber der Geometrie passend 
sdiien, und verweist diejenigen, welche sich für die vollkommen strengen 
Beweise interessiren , auf die Quellen selbst.**) Demnach giebt er die 
Archimedeis<^n Beweise nur ihrem Sinne nach {mihi aevtsi» hie esse vi^ 
detur, Steretmet. Ärehinned. theer. IL) und eilt umbekümmert um die 
strenge mathematische Methode auf dem kürzesten Wege zum Ziele. So 
betraditet Keppler geradezu {theer. IL) , um das Verhälttiiss der Peri- 
phttrie zürn Durchmesser zu finden, den Umfang des Kreises aus unend- 
lich vielen Punkten zusammengesetzt, von denen ein jeder die Basis 
emes Dreiecks bildet, deren Spitzen im Mittelpunkte zusammentreffen; 
und ebenda denkt er sich später (theor. X/.) die Kugel aus unendlich 



*) U^er die deutsche Aasgabe dieser Schrift vergl. K9stner's Geschichte 
der Mathematik Bd. 3. S. 316 ff. 

**) Cum igiiur dolia vinc^ia Ctreu/o, Cono el Cylindroj figurit regu^ 
larihus parlicipent, apla sunt haclenus ad Geemelricas dimensiones : quarum 
principia aperae prelium est in vestibulo hujus speculationis collocare , ut illa 
ab Archimede sunt invesUgala^ quanlum quidem hujus ad ohlectalionem animi 
Geametriam amaniis suffieiei: ahsolulae enim et omnibus numeris perfeclae 
äsmowiSreaioms petewdae sunt ex ipsis liMHs ArehimedeiSy $i giiit a spinosa 
lectione ecrum non abkoft u erU. 
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vielen kleinen Kegeln zusammengesetzt Ausserdem bediente sich Kepp- 
ler noch gewisser Analogien, die nur hei seinem feinen Gefühle für das 
Richtige zu wahren ResuUaten fuhren konnten, z.B. theor.III, wo der 
Cf linder mit dem darum beschriebenen Parallelepipedon verglichen wird: 
cylinder et colunma aegtualta sunt hie veluti quaedam plana corporata ; 
acddunt igitur Ulis eadem, quae planis etc.; ferner theor.XYI: conus 
est sie veluti circulus corporatus; idem igitur a sectione patitur, ^od 
ärculus suae haseos; iheor. XVII: cglinder est hie veluti cireulus a%U 
ellipsis eorporata, quare hie idem Uli aeddit, quod figuris hisee in basi, 
in seetione eadem. Nam cglinder rectus, sectus piano ad axem reeto, 
est veluti linea corporata et quidem eylindrieo eorpore praedita, quare 
aeddit Uli tdeitt, quod lineae* — Da jedoch in der Regel die Weinfäs- 
ser von anderer Form sind, als oben erwähnt ist, so fugte Keppler, um 
diese Specuiation nicht unvollständig zu lassen, der Stereometria Archiv 
medea ein SuppUmentum hinzu, in dem er zum Behuf der Inhaltsbestim- 
mung aller Arten Fässer die Verhältnisse 87 neuer Körper*) untersuchte, 
die er durch Bewegung sphärischer und konischer Flächen um Durch- 
messer , Axen , Ordinaten u, s. w. entstehen liess. Wiewohl die Lösung 
der meisten dieser Probleme bei dem damaligen Zustande der Geometrie 
unmöglich war und Keppler selbst nur die leichtesten zu behandeln ver- 
mochte, so wollte er doch nicht blos diese Probleme vorgelegt haben, 
sondern auch neue Gesichtspunkte aufstellen, durch welche ihre Lösung 
vielleicht einst möglich würde. Hier war nun seiner reichen Phantasie 
ein weites Feld eröffnet, nach allen Seiten hin kühne Gedankenblitze 
auszusenden, und in der That sind in diesem SuppUmentum und in dem 
darauf folgenden zweiten Theil des gesammten Werkes : Stereometria dolii 
Äustriad in spede, alle die Ideen ausgestreut, welche bis zur Ent- 
deckung der höheren Analysis für die Mathematiker bei der Betrachtung 
der Probleme aus dem höhern Theile der Geometrie die Richtschnur bil- 
deten. Nicht allein finden sich solche Bemerkungen, aus denen nach der 
Meinung Guldin's Cavaleri seine Methodus indivisibilium sich gebildet 
haben soll (theor. XX: secetur area Itnets parallelis alicui in aliquot 



*) Diese 87 neuen Körperformen belegte Keppler grösstentheils mit 
Namen von Früchten, mit denen sie Aehnlichkeit hatten* 
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segmenia aequeaUa minima quari linearia), sondern auch die Grundzüge 
der Methode, die von den francösiscben Mathematikern der folgenden Zeit, 
Deseartes, Fermat, Roberval und ihren Schälern in der Behand- 
lung von Quadraturen und Cubaturen und namentlich in dem berühmten 
Tangentenprobiem zur Anwendung gebracht wurden (theor. XX: cum 
igitur figura circa lineam cH'cumagitnr , nihil fere creat areolae, quia 
mimmum moveatur ; theor. XXI : segmentum areolae fere nihil creat, quia 
pmte nihil moveatur; theor. XXYII: In iis articulis, in quibus a mi- 
nori ad maximum iterumque ad minus fit mutatio, lege aliqua circuli, 
semper est aUquousque insensibilis illa differentiä). — Wie Keppler 
überhaupt in der Behandlung der Probleme verfuhr, wird durch nähere 
Betrachtung des folgenden Theorems am anschaulichsten erläutert werden : 
Theor. XXV. Segmentum Globi ad Citrium (citronenförOiiger Körper) 
eodem segmento drculi descriptum, videtur eam habere proportionem, quam 
habet semidiametur basis segmenti, ad axem seu altitudinem segmenti. 

Demonstrationem legitimam quaerant alii: Ego quod non poe^m 
apodidictiee j comprobabo dictiee^ quatuor usus documentis. Primum est 
ab Analogiä* Quod enim in dimidio globo , velut in maximo segmento^ 
quod est principium segmentorum, verum est, ut et in dimidio Sphae*- 
rotde; quod item in minimo segmento, et veluti in ultimo omnium seg^ 
netUorum termino , id videtur etiam in segmentis intermediis locum ha- 
bere. At in dimidio globo res ita habet : quemadmodum enim latera circa 
rectum angulum quadrantis habent inter se proportionem aequalitatis , sie 
•etiam quod creatur, ^adrante circa perpendiculum volutOy aequale est 
ei, quod creatur, eodem quadrante circa basin voluto. In minimis vero 
similiter locum habet ista proportio: quia quo minus globi segmentum, et 
Citrium in eo, hoc minus ab hisce differunt Coni, figuris ipsis inseripti: 
Conorum vero istorum est dicta proportio: quare et cireumscriptorum 
ioUdorum. Etsi fateor, ab eo ^od est absolute mtntmtim, ad id quod 
minimo prosimum, non ubique tutam esse collectionem. 

Das hier besprochene Werk Kepplers, das gegenwärtig denen gegen- 
über wenig beachtet wird, in welchen er die ewigen Gesetze des Welt- 
alls bekannt machte, war für die Förderung der Wissenschaft von der 
höchsten Wichtigkeit. Da die darin niedergelegten Probleme die Aufmeric- 
samkeit der Geometer der damaligen Zeit auf sich zogen, so konnte nicht 
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leUea, daas auch die Ide«D Kepplers über die fiebandkng derteHiMi ki 
der Wissenschaft Eingang fafiden. Seit Keppler ist die VorsleUsng des 
Uoendlicfakleusen , mit den strengen Forderongen der Mathematik darch'^ 
aus iiBverei0bari unverhuUt in die Wissenschaft aufgenommen worden; 
sie hat die Entdeckungen der höheren Anaiysis machtig gefordert imd ifie 
Anwendung und AusbiMung derselben ungecaein erleichtert* Es ist feitier 
nicht zu verkennen» dasa dergleichen BelrachlungeD^ die Kep{der is Besug 
auf die Durchschnittscurven seiner Körper gebrauchte» wie: Arorememo 
ferfmdiimlarium sunt m^ximu i»pud A^ unnora i^itur emnt ^apui f; 
Terner: übi decremmtu nUitudinum framfUnmiur ftr omnesproporitotiff, 
tu infiniium ere84>9ntibu$ froporiionum «iijUKfifts» t(t incrmnt^tu quadt^ 
t^rum muffis magiiqne minuniur et incrtmema fropor^onum deefeicwU, 
auf die grosse durch Vieta und Descartes bewirkte ReToIution in der 
Geometrie der Curven von bedeutendem Einfluss gewesen ist. 

Diese neuen ßetrachtungsweisen Kepplers, der uftimittelbdre Gebraaeh 
des Unendlichkleinen j sollten jedoch in der Behandlvfig der malhemati- 
«chen Probleme noch nicht sogleich zur Anwendung kommen; vklteehr 
fand ein anderes neues, allgemein anwendbares Verfahren, dds ebeufaUs 
zum Ersatz der strengen Archimedeischen Weise bestiBitiit war, den 
grössten Beifall der Mathematiker. Es ist dies die Methodus indi'- 
vißibilium Cavaleri's (1588 bis 1647), die dieser früher gefundon 
zu haben behauptet, ehe er von dem inhall der SttreotHetfia doU^rmln 
Senntniss hatte. *) Cavaleri veröffentliebte sein Verfahren in dem Werke: 
Geometfia tndivmbilUtts cefUi9tuortm noua fuudum rtUiime frem&ta. 9o^ 
non. 1635; er iiess demselben im Jahre 1647 ein anderes: ExereiMion$s 
§eom€tricae sex, folgen, in welchem er seine Methode klarer darzostellen 
und gegen Emwürfe zu vertbeidigen sich bemühte^ In der Vorrede ai 
dem ersteren verbreitet sich Cavaleri über die Erisdung und das Wegen 
seiaer Methode sehr aHsfuhrlich: Cum sdidgrum, ^ä$ tx rtvühMmu 
circa axim oriuntur^ gmmm tiliquando medtYerer, rBüwemque gignm^ 

*) Cum Jamy sagt Cavaleri in der Vorrede seines Werkes, exposüam 
meii^ndafum figurarUm novatn ac, si dicere fas sity valde compenäiosam me- 
iMdim adifnivenissem, feliciler meeufn ucMm tUe vo^limavif ut habe soli^ 
(die von Keppler aufgestellten »aien Kdrper) praller Uta dnfhimedeay 
suppedUarenlur j drea ^uea iUiui vim H tfi^ßrgiam wpwki tfe#ral. 
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Mmt pieMrum figutiinm cum gmitis soli'dts eompurarem , ma:time tün% 
Mimitttbar qut^i a yrofrioruvH parentum canditit>ne adeo natae figurae 
^iHträfent, nt aliani ornnino ab ehdem rattonem sequi viderenfur, 
CffÜHirk» tniin ecoempli gratia, in eadem basi et cirea eundem axim 
tum cone» eonstiiutuB, est ejusdem triplus, cum tarnen ex paraUelogrammo 
irfi^i/fpiili dtefum emum generantis duplo per revolutionem criatur etc. *— 
Oim 'ergo ialem varietattm in plurimis ahis fig^iris saeptut ac saept 
ptHfem meditatus, uhi priuB ex. g. ei/lindmm ex indefinilis numero pa- 
taHdogratMms , eonum vero in eadem basi et drca enndem axim cum 
^Kndro constitutum, ex indefinitis numero triangulis per axem transeun^ 
tibus ijduti compactum effingens, habita dictorum planorum mntua r ac- 
tione, ittico et ifsorum solidorum ab ipsis genitorum emergere rationem 
txisHmabamy cum jam plane constaret planorum rationi genitorum ab 
mdem söUdorum rationem minime Concor dare, flgurarum mensuram tali 
rätiime inqnirentem oleum et operam perdere, ac ex inanibus paleis tri^ 
futam facturum esse, mihi jure censendum videbatur. Verum paulo pro» 
fundius rem contemplatus in hane tandem deveni sententiam, nempe aä 
rem npsftrem lineas et plana, non ad invicem cointidentia , sed aequi- 
Mtan^a cmimenda esse; sie enim in plurimis ratione investigata reperi 
tum 'eorpotum proportioni ipsorum planorum, tum planorum proportioni 
ipsairmH Ifneamm proportionem (st eo modo sumanturj quo Hb, 2. espli^ 
eftftff) od amussim in omnibus respondere. Cylindrum igitur et eonum 
i^m dictos non ampUus per axem, sed aequidistanter basi ceu sectos 
contemplatus, eandem sane rationem habere illa comperi, quae lib. 2. 
voco omnia plana cylindri ad omnia plana coni, regula communi basi 
{nempe circulorum congeriem, qui intra cylindrum et conum, veluti ve» 
stigiü plaui a b^ ad oppositam basim continuo Uli oefuidistanter ftuen» 
tis quodammodo relinqui inteUiguntur) ei, quam habet cykndrus ad e^^ 
num. Optimam ergo methodnm figurarnm scrutandae menmrae judicavi 
prius Uneamm pro planis, et planorum pro solidis rationes indagare^ 
ut illico ipsarum figurarum mensuram mihi compararem, res^ puto, juxta 
Vota successity ut perlegenti patebit. Ärtificio autem tali %mis sum, quaU 
9d propasitas q^aestu^nee übsohendae Aigebraioi aMibere sehnt y qm 
fjoUtm nm tt eero msm reidiees, futmvie iumffMUs, surdixs, ac ignotäSy m- 
Mlominus simul aggregantes, subträhenks, multipUcantes ac dividentes^ 

2* 
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dunmodo propositae rei exoptatam sibi notitiam enueUare vahiaUj sua 
satis oiiisse munera sibi persuadent Non aliter ipse ergo indivi$ibiUum 
sive linearum, sive planorum congetie {iisdem ut in lib,2, explieatur 
assumtis) licet quoad eorundem nnmerum innominabili , surda ac ignota, 
quoad magnitudinem tarnen conspicuis limitibus clausa, ad continuorum 
investigandam mensuram usus sum, ut legenti in processu operis appare- 
bit. — Cavaleri denkt sich jede ebene Figur durch parallele Linien, 
von ihm j^regulae^'*) genannt, begränzt und durch diese letzteren unbe- 
gränzte Ebenen, welche auf der Ebene der in Rede stehenden Figur 
senkrecht stehen, gelegt. Wird nun die eine dieser parallelen Ebenen 
beweglich angenommen und bis zur andern parallelen continuirlich bin- 
bewegt (entweder sub recto transitu^ d. h. wenn die Axe, längs welcher 
die Bewegung geschieht, senkrecht auf der Basis oder der Regel steht» 
oder sub eodem obliquo transitu, d.h. wenn die Axe einen schiefen 
Winkel mit der Regel bildet) so wird die bewegliche Ebene die gegebene 
ebene Figur ununterbrochen in Linien schneiden , die unter sich und mit 
der Regel parallel sind. Anstatt nun die gegebene ebene Figur zu be- 
trachten, betrachtet Cavaleri das durch die gedachte Bewegung erhaltene 
Netz**) von Linien, und die Eigenschaften, die diesem Aggregat von 
Linien gemeinsam sind, werden auch der gegebenen ebenen Figur zu- 
kommen. ***) — Um diese Grundzuge der Methodus indivisibilium 
näher zu erläutern, mag hier dasselbe einfache Beispiel, an welchem 
Cayaleri in der Exercitatio tertia seine Lehre gegen die Einwendnn- 



*) Regula appellabilur in planis recia linea, cui quaedam lineae du- 
cunlur aequidislanles , ei in solidis planum, cui quaedam plana ducunlur 
aequidistantia , qualis in superioribus est recta linea, vel planum, cujus re- 
speclu sumuntur vertices vel opposüa tangenlia, cui vel utraque vel allerum 
tangentium aequidislal* Geom. indivisib. Hb. i* definiL 

**) Eine manifestum e$l figuras planus nobis ad instar lelae paraUeHt 
filis contextae concipiendas esse: solida vero ad instar librorum, qui paraüe' 
lis filis coacervantur, 

***) Figurae planae habent inter se eandem rationem, quam earum 
omnes lineae juxta quamvis regulam assumptae; et figurae solidae, quam 
earum amnia plana juxta ^^mvis regulam assumpia. Geo. indms* Hb. IL 
theor.UI. — Figurae tarn planae, quam solidae sunt in ratione 
indivisibilium eoUective. Exercit. prim. 
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gen Gttldin*s vertheidigt, heryorgehoben werden. Denkt man sich durch 
die gegenüberliegenden Seiten eines Quadrats ewei unbegränzte Ebenen 
senkrecht auf der Ebene des Quadrats gelegt und die eine dieser 
Ebenen zur andern immer in gleichen Abständen hinbewegt, so wird 
in jedem Moment die bewegte Ebene das Quadrat in einer Linie schnei- 
den. Quapropter, fährt Cayaleri fort, singulae rectae lineae in toto hoc 
moH ut sie in dato quadrato designabiles seu deseripiibiles a me dictae 
fuerunt in definitione prima: Omnes lineae ejusdem quadrati. 
Cum ergo nuHa sit ex praefatis lineis a$signabili8 in dicto quadrato, 
per quam non transeat aliquando seu in aliquo momento motum planum 
(qua ratione dico id ab ipso describi) ideo eas omnes, ita mente col- 
ledas, ut nulla excludi supponaturj vocavi: omnes lineas. Quod 
autem dixi ea fieri in toto motUy subaudi in omnibus instantibus tem^ 
poriSy quo fit totus motus. Apud eos enim, qui sustinent continuum ex 
Indivisibilibus componi, descriptio dictorum Indivisibilium erit descriptio 
superficies. Apud eos vero, qui ultra haec Indivisibilia ponunt aliquid 
aliud in ipso continuOj illud dicendum erit, describi in ipso motu. 
Demnach kommt es Cavaleri nicht auf jede einzelne Linie oder jede ein- 
zehie Fläche an, die, wenn die Regel eine Ebene oder einen Körper 
durchläuft, entweder gleich sind oder nach einem bestimmten Gesetz 
wachsend oder abnehmend fortgehen, sondern auf die Gesammtheit 
derselben, gleichsam unzertrennlich oder als Continuum betrachtet. Auf 
diese Weise wird nach Cavaleri's Meinung nicht allein das Unbestimmte 
und Unendliche umgangen, welches in der Anzahl der einzelnen Linien 
oder Flächen liegt, da die Aggregate von Linien und Flächen, welche 
beziehungsweise die Ebenen und Körper einnehmen, zwischen bestimm- 
ten Gränzen, den Regeln, eingeschlossen sind, also etwas Endliches bil- 
den*), sondern auch der Vorwurf vermieden, als denke er sich Linien 



*) Posset forte quis circa hane demonstrationem (Hb, IL theorematis 1, 
quod est: (^rumlibet planarum figurarum omnes lineae recli transitus^ et 
quarumlibet solidarum omnia plana sunt magniludines inter se ralionem ha- 
bentes) äubitare^ non rede percipiens quomodo indeßnilae nwnero lineae vel 
plana y quales esse existimari possunty quae a me voeanlur, omnes lineae vel 
omnia plana .talium vel talium figurarum y possint ad invicem comparari: 
propter quod innuendum mihi, videtury dum considero omnes lineas vel omnia 
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aus Pumkten, FUchen aus Linien, Körper aus Ebenen xus«nuneB|(e$etsL 
Ueberhaupt kommt es ihm auf die iniivitibilia selbst nicbt an (was 
darunter verstanden werden soll, wird nirgends bestimmt und deutlich 
erklärt), sie dienen ihm als Instrument, als Mittel zur Ausmessung der 
Figuren ; in Nova Geometria Indivisibiliumj sagt er selbst (EerdU prim) 
adhihentur ipsamet Coniinui Indivisibiliu tanquam pracdpuum ifutru- 
m&htum ai ßßurarum tarn planarum quam ßolidarum mensuram com- 
paraudam. \ 

Ca?aleri's oben genanntes Werk ist in 7 Bücher getbeilt. Im eratea 
bebandelt er , um seiner Methode eine Basis zu geben , die Verhältaisge, % 
in welchen Linien und Flächen beziehungsweise zu einander stehen} die | 
folgenden Bücher bis zum sechsten enthalten die Anwendungen sowohl 



plana alicujus figurae, me non numerum ipsarum eompararcy quam ignara- 
muty sed tanlum magnüudinem, quae adaequalur spalio ab eisdem lineis oc- 
eupato^ cum Uli congruat, et quoniam illud spalium terminis comprekendilur^ 
ideo et earum magnüudo est terminis eisdem comprehensa, quapropter ilU 
paust fieri addUio, vel subtr actio ^ licet num^imm eamtn^^m ignoremus; quoi 
suffkers dko, ul illa sint ad invicem comparabilia, aliaquin neque ipsa spatiß 
figurarum essent ad invicem comparabilia: vel enim continuum nihil aHud eü 
praeter ipsa indivisibilia ^ vel aliquid aliud; si nihil est praeter indivisibiliOi 
profecto si eorum congeries nequit comparari, neque spalium sive continuum 
erit eomparabile, cum illud nihil aliud esse ponatur, quam ipsa indivistbilia: 
Si vero continuum est aliqutd aliud praeter ipsa indivis^liaj fateri aequum 
est hoc aUquid aliud intetjacere ipsa indivisibiUa ; hdbemus ergo contimmm, 
dissq^rabile in quaedam, quas continuum eowpoiumi, numero adhue inäej^ 
nitaj inter qtMelibet enim duo indivisibilia aequum est inlerjacere aligwi 
illiuSt quod dictum est esse aliquid aliud in ipso conlinuo praeter indtvisibi- 
Ha, qua enim ralione tollere tur a medio duorum^ a mediis quoque ceterorum 
tolleretur; hoc cum ita sit, comparare nequibimus ipsa continua sive spatia 
ad invicem j cum ea quae colligunlur et simul coilecta eomparantur, seiNeet 
quae continuum componunt, sint numero indefinita, absurdum autem est dicere^ 
oonliima terminis comprehensa non esse ad invicem comjHira^tlia, ergo ab- 
Burdum «si dieere, congeriem omnium linearwm sive planarum duarwm qme^ 
rumlihet figurarum non esse ad invicem eomparahUem, non eibstunie,^ qu9i 
fuae coUigwUur et illam congeriem eomponunt^ sint numero indefinita^ v^M 
hoc non obstat in conlinuo; sive ergo continuum ex indivisibilibui iMif>oiiateri 
sive nony indmsiMium congeries sunt ad inviemn eomparabile^, e^ pwpmitif» 
nean habenL Seholiusn •<! GaMi. Ub^Ih lAaar.i. 
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«nf admi hdLanate Sitae der Geonölrle, dis nach A$n aufeestelltoii Prin- 
dpies neu bewiesen werden, als auch auf noch nicht behandelte PrcM* 
blemeu Unter andern beatinmt Ca?aleri auch den Inhalt von 20 Hör* 
yero Keppler^s. Die [Prioeipien seiner Methode sind im zweiten Buehe 
^Blballeft, und er beseidmet das dritte Theorem dieses Bnches ab 
„ maximum fundammtum geometriae suae " (siehe oben). In dem , dem 
Beweise dieses Theorems hinzugefügten CoroUarium stellt er seihst den 
Gang seines Verfahrens mit folgenden Worten dar: Liqutt es h$c, fiiod 
la inpmiimmSi gttayt ra^tenem habemt inter se duae figurae plana^ V4l 
8/Qlidae, $uffickt nohis reperirs, quam in figuris planii inter se raä^mm 
habjßunt ^arundem omnes linear, et in figuris solidis eirundem enmiß 
plana juxta quamvis regulam assumpta , qmd nouae huijus mßoe geo-^ 
metriae veluti maximum jaäa fundamentum. 

Um ein Beispiel zu geben, wie Cavaleri seine Methode zur Aax 
Wendung bringt, wähle ich der Vergleichung wegen Hb- IV. prop. /»« wo 
von der Quadratur der Parabel die Rede ist. Der Lehrsatz heisst: Wenn 
ein Parallelogramm und ein Dreieck dieselbe Basis und dieselbe Axe pder 
Durchmesser mit einem Parabelabschnitt haben, so wird das Paratlek^* 
graipm '/s und das Dreieck '^ des Parahelabsehnitts betragen. 

Beweis. Es sei (Fig. 2) FCB der 
ParabeiabschniU, AH das mit ihm auf glei* 
eher Basis FH stehende Parallelogramm tnd 
FCH das Dreieck. Es werde ferner in d^ 
£ Linie CS, welche die Parabel im Punkte C 
berührt, ein beliebiger Punkt N angenom* 
men , mit der Axe CG || NO und durch de« 
Punkt M, in welchem NO die Curve sehHAi«» 
det, KJ\\ FH gezogen. Nun ist GB^ (oder 
CW):JM^ (oder CN^)=iGC:JC^QNiMN. 
Aus dieser Pfoportion folgt, dass die Quadrate aller Linien CE nach dem 
Quadrate von CJ? (dieses als Regel betrachtet) zusammengefasst — mag die 
Regi^I in geradem Uebergang sein oder in schiefem — zu den Quadraten 
aller CN nach CN^ als Regel zusammengefasst sich verhalten wie alle 
Linien des Parallelogramme CH nach ON als Regel zu9ammengefa»sl zu 
allen Linien der Figur CMBF nach der Regel MN zusammengefasst. 
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Wie sich nun alle Linien von ^• CH zu allen von CMHB Verhaltes , so 
verhalten sich auch ^CH: CMHE; folglich ist, da CHiCMHB sich ver- 
halten wie alle Quadrate in ^. CH zu allen Quadraten in CMHBy BC als 
Regel angenommen, und die letzteren im Verhältniss von 3:1 stehen*), 
auch # CÄ= 3 CMHE^\CMHG, und # iff«= \FCE, was zu bewei- 
sen war. 

Wie wenig Cavaleri's Verfahren den strengen Anforderungen der 
Wissenschaft genügt, wurde schon vielfältig von seinen Zeitgenossen, na- 
mentlich von Guldin, gerügt. Der Widerspruch im Princip der Methode, 
continuirliche Grössen auf discontinuirlichem Wege bestimmen zu wollen^ 
trat zu grell hervor, obgleich Cavaleri durch die Bewegung und durdi 
die begränzenden Regeln ihn möglichst zu verhüllen sich bestrebte. Viele 
Stellen in den oben angeführten Schriften beweisen, dass Cavaleri selbst 
diesen Widerspruch sehr wohl fühlte und das Schwankende seiner Me- 
thode bemerkte^ denn er äussert öfters, dass mittelst seiner Methode 
gewiss das Wahre erreicht würde, wenn man sie nur richtig gebrauche 
{st modo lector rede ea utatur). Ais eine Folge dieses Widerspruchs im 
Fundament der Methode ist denn auch das zu betrachten, dass Cavaleri 
keine Definition des Worten „indivisibilia'^ aufzustellen vermag. Eine 
solche findet sich nirgends in seinem ersten Werke ; in der später er- 
schienenen EsercitaL prim. hilft er sich durch Vergleichungen, verwickelt 
sich jedoch dabei in offenbare Widerspräche, denn nachdem er gesagt, 
dass er die ebene Figur gleichsam als ein Gewebe mit parallelen Fäden 
und die Körper gleichsam als Bücher betrachte, deren parallele Blätter 
auf einander gehäuft sind, fügt er hinzu: Cum vero in iela sint semper 
fila, et in libris semper folia numero finita, habet enim aliquam cras- 
sitiem, nobis in figuris planis lineae^ in solidis vero plana numero tn- 
definita, ceu omnis crassitiei expertia, in utraque methodo supponenda 
sunt. Zwar erklärt Cavaleri in der Exercit» prim,, dass er die indivisi- 
bilia als „instrtimentum praedpuum*^ zur Bestimmung der continuir- 



*) Nach einem früheren Satze, dass wenn ein Parallelogramm durch 
eine Diagonale in zwei Dreiecke gelheilt wird, alle Quadrate des Parallelo- 
gramms zu allen Quadraten eines jeden der Dreiecke sich wie 3 : 1 verhalten, 
eine Seite des Parallelogramms als gemeinsame R^el angenommen. 
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li<dieQ Grössen betraehtet; in disr Exerdt. tert. indess« in welcher er 
seine Methode gegen Guldin's Einwürfe Tertheidigt, fasst er die indivisi" 
Mia als Grössen, die sich yon Keppler's corporibus minutissimis nur da- 
durch unterscheiden, dass er sie nicht wie Keppler's unepdlichkleine 
Grössen neben einander geordnet, sondern wie die Blätter eines Buches 
gleichsam aufnnander gehäuft »oder geschichtet wissen will. An einer 
andern Stelle ($choliuin zu lih. IL theor. L) lässt Cavaleri unentschieden, 
ob die Flächen und Körper bloss aus indtvuihiUhus bestehen oder ob 
zwischen denselben nodi etwas enthalten sei; ebenso in Exercitat frim* 
So schmt Cayaleri das Princip seiner Methode mehr gefühlt als 
klar sich vorgestellt zu haben, und nur deshalb, weil er schon bekannte 
Resultate durch sein Verfahren auf einem einiacheren Wege erhielt, 
glaubte er dasselbe den Geometern nicht vorenthalten zu dürfen.*) Im 



*) Haud quidem me laiet circa conlinui ccmposUionem , nee non circa 
infinitum, plurima a philosophis disputariy quae meis principiis abesse non 
paueit fortasse videbuniur^ propterea nempe haesitanles, quod omnium linea* 
rum seu omnium planorum concepius cimeriis veluti obscurior lenebris tn« 
apprehensibilis tideatur: vel quod in conlinui ex indivisibilibus eompositionem 
mea sententia prolabatur: vel landem quod unum infinitum alio majus äari 
passe pro firmissimo geometriae siernere ausim fundamenlo. Bis tarnen ego 
per ea, quae lib.lLprop,!, ac illius scholio praecipue declarala ac demon" 
strala «unf , saiüfieri posse dijudicavi: quoad conceptum enim omnium linea" 
rum seu omnium planorum efformandum, facile hoc per negationem nos con- 

m 

seq^i posse existimaviy iia nempe ut nulla linearum seu planorum excludi 
intelligatur, Quoad continui autem composüionem manifestum est ex prae^ 
ostensis ad ipsum ex indivisibilibus componendum nos minime cogi^ solum 
enim continua sequi indivisibilium proportionem, et e converso^ probare in- 
tentum fuity quod quidem cum utraque positione stare polest. Tandem vero 
dicta indivisibilium aggregata non ila pertraetavimus y ut infinitatis ratiomm 
ptopier infinitas lineas seu plana subire videanlur, sed quatenus finitatis 
quandam condüionem et naturam sortiunlurj ut propterea et augeri et diminui 
possint, ut ibidem ostensum fuit^ si ipsa proul diffinita sunt accipiantur. Sed 
his nihilominw forte obstrepent PhUosophi reclamabuntque Geometrae^ qui 
purissimos veritatis latiees ex clarissimis haurire fontibus consuescunt, sie 
objidentes: Hie dieendi modus adhuc videtur subobscurus; durior quam par 
es$f. evadit hie omnium linearum seu omnium planorum eonceptus, quapropter 
hune iuae geometriae ceu Gordium nodum aul auferas aut saltem frangas, 
nisi dissolvas^ Fregissen^ quidem fateor, o Geometrae^ vel omnino a priori- 



— M - 

lewusstsein , das« er denJ«Mgeii unter ihnen , weleb* durch das StudinD 
der griechischen Mathematiker gebildet, die strengste ETiden^ als die 
hauptsächlichste Forderung an die Wissenschaft zu stellen gewelmt sind, 
hinsichtlich, der Principien seiner neuen Methode niehl geftögen werfe, 
fftgte er den sechs Büchern seiner G$ometfia ein siebentes htiizu, in dem 
er die in den ersten Büchern gewonnenen BaopttebnäUe ohne üArdmA 
des Unendlichen noch einmal ableitet, und nannte dies VerMren im 
Gegensatz zu dem erstem die po^teriar methoius inMtnsibiUum. Caina^ 
leri vergteicbt in diesem siebenten Buche die indim$HiU€f nieht in ihrer 
Gesammtheit (cMective), sondern an einzelnen Steifen iii^rHutw$) und 
stelit den folgenden tFundamentalsatz fftr diese zweite Methode auf: Wenn 
in zwei Figuren von gleicher Höhe Linien oder Flächen, die in gteichen 
Abständen von der Basis einer jeden Vigur gesogen werden, einander 
gleich sind , so werden auch die Figuren gleich sein müssen. — Wie ge- 
ring die Anwendung dieses Verfahrens ist, leuchtet sogleich ein. 

Cayaleri's unbestrittenes Verdienst ist, an die SteUe des strengen 
tndirecten Verfahrene der griechischen Geometer ein allgemein anwend- 
bares, directes gesetzt zu haben, das, wenn auch auf schwachem Funda- 
ment ruhend, mit gr6sster Leichtigkeit in schwierigen Untersuchungen 
angewandt werden konnte. Obwohl man fast allgemein die geringe Zu- 
verlässigkeit der Methodus indiviuhilium erkannte, $o bedienten sich 
doch die gleichzeitigen, so wie nachfolgenden Mathematiker derselben 
oder wenigstens eines ganz ähnlichen Verfahrens bet Discussienen von 
Problemen aus der höhern Geometrie; die Methodus indithihiRum blieb 
bis zur Einführung des Algorithmus der höheren Analysis das einzige 



hu8 libris iustulis8$m , nm indignnm facinus mihi ipsum fuisiet^ novet hate 
g$omelriae wluti mysieria sapienlissimis ahsctmdere viris, til his ftmiamentiSy 
fmbus fol eonclusionum ab aliis quoqut ostensarwn venlaies adeo tnfrt eeir* 
cordanlf alicuju$ industria melius forte condnnaiif^ hv^ce nodi exopktkm 
Üli9 disioivHonem aliquandü praestare possinU inferini quMsctmqwe mm 
f^erit fMifis UniaUi dissoMii), ipsum tamen in praesenti librö nmm aUHs 
äenuö 9^^008 fundameniis, quibus ea omnia, quae indivisibittwn methoäo m 
ante^dmtübui Hbrie jam ottensa iwU, alia ratione ah inßni^iis etempta üoa- 
oepiu amprobanluTj omnino e medio tollenium es9e eensui. Ansr der yhtttät 
zun siebenten Buche. 



- 27 - 

Ifittel b«iOB4ers simt AeeUaunuRg des lahaUs kdrperiidieff Rtane, wd 
dm dem Folgeodei wird sich ergeben, wie mftchtig sie sur Eotdetkung 
der DiSereiUial- uad Uiegralrecbaung mitgewirkt hat. Deshalb buisa 
die tMkQdH$ indwiiihiUum Cafalwi's als Epoche macbead in der Ge- 
sohicbie der Entofefaung der böhereB Analysis betrachtet w^deo. 



Ga?aleri's Verfahrea in der ursprünglichen Gestalt wurde nur von 
den italischen Mathematikern au^enommen, und Torricelli (1608 bis 
1647) der berühmte Schüler Galiläi's, fand mit Hülfe desselben den 
Flächeninhalt der Cfcleide dreimal so gross, als den des erzeugenden 
Kreises. Die gleichzeitigen französischen Mathematiker Fermat, Ro»« 
berval waren bereits» bever Cavaleri's Methodus indiviaibilium ersdxiea, 
im Besitz eigenthümlicher Methoden, welclie sie sich durch ein sorg-^ 
faltiges Studium der Geometer des Alterthums, besonders aus Arcbimad's 
Schriften, gebildet hatten; beide waren in den Geist der alten Geometrie 
tief eingedrungen, und ihre Schriften zeigen zum Theil einen Abglan^i 
jfiner mathematischen Evidenz, wovon die Werke der griechischen GeOf* 
meter ein unübertreffliches Muster für alle Zriten darbieten. Das Bei- 
streben |edech» ihren Methoden die möglicliste Allgemeinheit. zu vefleiben^. 
nttbigte sie, in ihren Untersuchungen über Quadraturen und Cuhatureft 
den rein geometrischen Gang der {^iecbiscben Geometer, den man bis-* 
her noch im Allgemeinen inne gehalten halte, zu verlassen und nach den^ 
Vorgange Vieta's*) die räumlichen Grössen der Geometrie durch Zahlen, 
und allgemeine Zeichen auszudrücken. **) Wenn dadurch der Gang der 



*) Vieta's Verdienste in Betreff der innigeren Verbindung der Algebra 
mit der Geometrie hat man stets ku wenig beachtet; ihm muss als Vorgänger 
von Oescartes, welcher die eralen Schritte Vjeta*s weiter verfolgU und in 
ein System brachte, eine weit höhere Stelle in der Geschichte der mathema- 
tischen Wissenschaften angewiesen werüen, als bisher geschehen ist. Ins- 
besondere darf hier nieht unerwähnt bleiben, dass Vieta zuerst nach dem 
Beispiel von Ärchimed's Quadratur der Parabel die Fldcbe des Kreises durch 
eine unendliche Reihe auszudcöcken versuchte. ViUae op. ed» S^hoolen, p. 400. 

^) i?lil4 faetPtm, a lonCo vwv (fTiormat) kwUaUut IkAofofoi, alque 
in awMiwn infinila nostra advocavi^ eofu« tum fminmm ad wimerof eo^mM* 
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Untersuchungen wesentlich erleichtert, die BeweisfAhrung vereinfacht, das 
so grell hervortretende Heterogene in der Methode Cavaleri's kfinsüich 
versehleiert wurde, so darf auf der andern Seite nicht unbemerkt blei- 
ben, dass durch diese Anwendung der Arithmetik auf die Raumgrössen 
die Geometrie die von den Geometern des Alterthums so sorgfältig ge- 
wahrte Reinheit der Form verlor, dass man im Verfolgen der Rechnung 
die ursprünglich gegebenen räumlichen Grössen unbeachtet liess und 
allmählich so den unbestimmten Begriffen des Unendlichen und Unend- 
lichkleinen in geometrischen Untersuchungen Eingang und gewissermassen 
Berechtigung verschaffte. — 

Fermat's*) Schriften beweisen, mit weichet Vorliebe und mit 
wie grosser Gründlichkeit er die Heisterwerke der griechischen Mathe- 
matiker studirt hat; auf dieser Grundlage schwang er sich zu der Höhe 
empor, auf welcher wir ihn noch gegenwärtig bewundern. In seinen 
Untersuchungen über Quadraturen nahm sich Fermat Archimed's Qua- 
dratur der Parabel zum Muster**); ebenso wie letzterer durch die Be- 
stimmung der Abnahme der nach und nach im parabolischen Segment 
eingeschriebenen Dreiecke rücksichllich des Dreiecks von gleicher Gründ- 
linie und Höhe mit dem Segment auf eine geometrische Progression kam, 
deren Summe er fand, auf demselben Wege gelangte auch Fermat zur 
Quadratur der Parabeln und Hyperbeln höherer Ordnungen. Er legte 
hierbei folgendes Theorem zu Grunde: Wenn die Glieder einer geo- 
metrischen Progression ins Unendliche abnehmen, so verhält sich das 
grösste Glied der Progression zu allen übrigen, wie die Diff^erenz der 
Glieder zu dem kleinsten. Ist (Fig. 3) FNB eine hyperbolische Curve, 
die in Bezug auf die Asymptoten AC, AS durch die Relation AB? : AG^ 



Animadioerii enim et 'paraholarum plana ad »ua parallelogramma , el ^arun- 
dem solida ad sw>$ cylindros, ei spalia helieum ad suos eirculos felieiUr 
comparari posse, ti innolesceret in numeris ratio summae potestalum omnium 
ejusdem generis, ordine alque indefinite sumptarum, ad earum maximam toties 
iumptam; idque in omni genere potestalum. Aus Robervars Schreiben an 
Torricelli. Ueber dasselbe siehe weiter unten. 

*) Geb. 1590, Parlamentsrath zu Toulouse, gest. 1663. 

**) Vergl. die Abhandlung: De aegtialionum locaUum Iransfcrmatione el 
emendatume elc* FermcU* ap, math. p. 44. 
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Fig. 3. 




^ GE :HJ bestimmt ist, und 
bilden iff, ÄH, ÄO u. s. w. die 
Glieder einer geometrisdien Pro- 
gression, so verbalten sich die 
Parallelogramme GJ, HN, OP 
u. s. w. wie ÄH : AG — die Theil* 
punkte fi, Hy u. s. w. können 
einander so nahe genommen 
werden > dass die gemischtlinige Figur GBHJ dem Parallelogramm aus EG 
und GH gleich wird, was sich „per eircumscriptiones et inseriptiones 
Arehimedeas'* beweisen lässt — folglich wird nach dem obigen Theorem 
die Differenz GH zu dem kleinsten Gliede AG sich verhalten, wie das 
Parallelogramm GJ=sz GE. GH zu allen übrigen Parallelogrammen. Es 
ist aber GH: AG = GE.GHiGE.AG, daher GBiGH zu allen übrigen 
Paralletogrammen , nie GB.GHiGE ,AG, d.h. GB.GA gleich allen an- 
dern Parallelogramme». — Auf ganz ähnliche Weise verßhrt Format bei 
der Quadratur der Parabeln: er theilt die Axe in Abschnitte» die sich 
wie die Glieder einer geometrischen Progression verhalten, errichtet in 
den Theilpunkten Senkrechte, betrachtet die zwischen je zwei Senkrechten 
liegenden FiSchen als Parallelogramme und ermittelt deren Yerhältniss 
zu dem Parallelogramm, das mit der Parabelfiäche gleiche Grundhnie und 
Höhe hat. — Es ist nicht zu verkennen, dass ebenso wie das von For- 
mat zu Grunde gelegte Theorem, auch das Fundament des Verfahrens 
wesentlich arithmetisch ist. Die Fortschritte, die seit dem Wiederaufle- 
ben der Wissenschaften die Algebra gemacht, und die wichtigen Ent-« 
deckungen, mit welchen Fermat selbst die Zablenlehre bereichert hatte, 
bewirkten, dass in der Behandlung geometrischer Probleme ein dem frü- 
heren entgegengesetzter Weg eingeschlagen wurde; man untersuchte die 
Gleichungen, ohne Rücksicht darauf zu nehmen, wdche geometrische Be- 
deutung denselben beizulegen sei, und übertrug die gewonnenen Resultate 
auf räumliche Grössen. Wenn es nun auch auf diese Weise gelang, all- 
gemeinere Verfahrungsweisen herzustellen, als bisher möglich gewesen 
war, und die Quadratur ganzer Gruppen von Curven zu bewirken, so 
blieb man doch noch weit entfernt, eine durchgreifend allgemeine Methode 
au&ustellen. 
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Roberval*) war iutth eine Ton Mersenne .ihm vorgelegte Auf- 
gabe über die Cydoide, zieren Auflösung er nicht finden konnte, ferao- 
hsst worden, auf die Schriften der griechischen Geometer zurückzugeben. 
Durch ein tiefes Studium der Schriften Archimed's bildete er sich eine 
eigene Methode, durch die er die Probleme Fermat's über die Quadratur 
der Parahehi und Hyperbeln höherer Ordnungen zu lösen vermochte**). 
Röborval nannte seine Methode ebenfalls „par les indivisihles" ^ und er 
hat eine besondere Abhandlung: Traiti des indivi$ibles, verfasst. In die- 
ser letztern sowohl, als in jenem Schreibea an Torrioelli erUSrt er eidi 
üher das Wesen derselben sehr bestimmt. Pmir tirer des «oncluatf^fia 
par h moyeti des indivisihlts , heiset es zu Anfang des Trmti de« .Md<- 
viiihU$, il fanU supposer que taute ligne, eoit drüdte ou caurbe, sb pmt 
diviser en uns infiniti de parties au petitee lign€S teutes 4gaU$ enlr'eU«^ 
ou qui suivent entr'eHes teile progresiian que Ten t^ondra» comüe dl 
quarri d quarri, d6 cvfre d eu&e, de {uoftvl-^arre d qfkarri-qfmrti, m 
aelon quelqu'mUre puissance* Or d'aiuiant que taute ligne «e ^mn^ne pm 
des paints, au liau de lignes an se servira de paints; «I puie au Hau 4e 
dire que tautes les petites lignes sant d tella Aase en eeriaina taiaan^ im 
dira que taus ces paints sant d teile chase an la dite redson. hOMsMua 
gilt von Flächen und Körpern. Roberval schliesat mit der folgenden «11^ 
gemeinen Betrachtung: Par taut te diseaurs an.pemt aamprefiire (ue ia 
muttitmde infinie de paints se prend paur um snfiuiti de petites UgnaSf M 



M^ 



*) Professor der Mathematik zu Paris, geb. 1902, gest. 1674. 

eigentlicher Name ist Person i er; den Namen Roberval nahm er von seinem 
Gebartsort Roberval, einem Dorfe in der Diöcese von Bauvais, an und 
schrieb sich Personier de Roberval. 

**) Seinen Bildungsgang erzählt Roberval selbst in einem langen Sclirei- 
ben an Torricelli , das für die gleichzeitige Geschichte der mathematischen 
Wissenschaften von der höchsten Wichtigkeit ist. bitsrea, sagt er darini nun 
meeum ipse saepius cogüarem, qua palissinmm ratiaiM passem in suaaissimae 
Malheseos adita penetrare, stalui divinum Ärchimtdem, quem fere unum itder 
anliquos geomelros suscipio, altentius considerarey ex qua consideralione 
sublimem illam et nunquam salis laudalam infinüi doctrinam mihi comparavi, 
— Dieses Schreiben Roberval's an Torricelli befindet sich, wie alle seine 
Übrigen Schriften , in : Bwers Owöfages de mtttMmätiqub et ia phgsique par 
Messieurs de VAcadhm rayale des scienees. Paris 1693. Tam^ i. 
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tmposß ia Upte mHir^ Vinfmti de Ugnes repriiente VinfinUi de pe^ 
tüee mperfieiBs gut composem la super fieie Male. Linfiniti de mper-* 
fMee refrieetUe rinfinüi de petüe soUdes ftii campeseHt ensemhle k eo^ 
lide total. — Durch die folgenden Stellen, die ebenfalls aus dem TVntM 
des inHvieibles eaUebnft sind, wird namenüieh die Melhode Roberval's 
isbarakUrisift : le grmd triligme (eia von der Conchoide begr&nctes Drei-* 
aek) eet dimee (selon lee indwisiblee) en sectewre eemblablee infime qui 
reeeembtent aus tnmgln^ maie par lee indimeiblee nous lee prenem 
powr sisc^ciirs« Desgleieben beissl es an einem andern Orte: J'eete par 
ke indivieiblee la pertien de la Ugne, eette portien eetani une et Per^ 
minie, ne deminue rien dorn Vinfini (cor tetU ce gut est fim et termini 
iWiMie 1 1 2, 3, 4 et täfU de nwnbres termines qu'on voudroj n'augfmente 
ug na dimnue rien dans les infims). Ebenso schreibt Robarfal in Fer-^ 
iMt (terinitt. op* math. p. 140): Bt jt me trompe ferty si je n'ai ren*- 
€9Mri h mi^M Mayati fise »atts, me servant des ligues parulkles d Vase 
ei des potiiem de ees iignes, prises entre les paraboles («s ist Ton Pa» 
tsMn di^ Rede) et lä hgne fui /awcfta les MaVnas pareAeks par le e<mi^ 
flial> tesguellei portions ^ suiveta en la raison de Vordre naturel des 
n^n^es qu/arrA eu des nambres cubes etc. — In dem schon »ehr er- 
wähBten Sahreiben an Torriceili spricht Roberval audi über den üntor«' 
schied, der Ewischen seiner iiad der Methode Cavaleh's stattfindet: Bst 
inter Cavakrn methadum et nostram exigua fnaedam difftrenHa; tue 
emm CMjficauta s^^erfieiei indivisibtlia seeundmm ihfinitas Jineas, soHdi 
mstem indivisibilia äeeundum infinitas superficies eonsiderat. -^ Nostra 
mtum mithodm^ «t ntm emnia, terte koc eavet, ne htterog&sea cewps^ 
rare videaturi nos tnCm in finita nostra seuindivisibilia sie censideranms* 
Lmeam fmdem tanquam si ex infimtis $eu indefinitis numero lineis con* 
steti super fi^iem ex mfinitis seu indefinitis numero euperficiiiusy solidum 
ets solidts, a»muhm es anguUs , nam^vm indefisntwm ex omMitea f nde- 
fnOie: immo piano ^planum es piano -planis numero indefinitis eomponi 
eonesfimus, atque ita de altioribtts; singula emm suas habent ^iUtates. 
Dum autem spedem aliquam in sua in finita resolvimus, aequalitatem 
quandam, vel certe notam aliquam progressionem inter partium aüitudi- 
nes asU laütudinee fere semper ebserwmms. — Roberval 4>estrebte skh 
seine Methode mobr an das Wesea der aüeu ^iaetrie aniiaddieüen, 
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als Fermat ; er will auch das Wort „ unendlich '' verbannt wissen *). San 
rein geometrisches Verfahren, Tangenten an krumme Linien zu ziehen, 
von dem weiter unten die Rede sein wird, bietet einen weitem Belag fflr 
diese Behauptung. 

In innigster Berührung mit Fermat und Roberval stand Pascal 
(1623 bis 1662), der gleichfalls eine eigene Methode zur Behandlung der 
Probleme aus der höheren Geometrie sich schuf, indem er das Princip 
der Methode CaTaleri's beibehielt und das mit der Wissenschaft Unverein- 
bare durch eine schärfere Auffassung des Wesens dieser Methode deutete. 
Am ausfuhrlichsten spricht Pascal selbst über seine Methode in dem 
Schreiben, welches er unter dem angenommenen Namen D et ton ville an 
Herrn de Carcavi richtete (Oeuvres de Pascal. Tom. F. p. 246): J'ai 
voulu faire eet avertissement , pour montrer que tout ce qui est dimentri 
par Us viritables regles des Indivisibles, se dimontrera aussi d la rigueur 
et d la maniere des Anciens; et qu'ainsi Vune de ees mitkodes ne differe 
de Vautre quen la maniere de parier: ce qui ne peut blesser les per- 
sonnes raisonnables , quand on les a une fois averties de ce qu'on entend 
par ^ Id. Et c'est pourquoi je ne ferai aueune difficulte dans la suite 
d'user de ce langage des Indivisibles, la somme des lignes, ou la 
somme des plans; et ainsi quand je considireräi j par exemple, le 
diametre d*un demi-cercle divise en un nombre indefini de parties igales 
aux points Z, d*oik soient menees Us ordannies ZM, je ne ferai aucune 
difficulte d'user de cette expression", la somme des ordonnies, qui 
semble ne pas 4tre giomitrique d eeux qui n'entendent pas la doetrime 
des Indivisibles y et qui s'imagifwnt que c'est pecher contre la Giometrie^ 
que d'exprimer un plan par un nombre indifini de lignes; ce qui ne 
vient que de leur manque d'intelligence, puisqu'on n' entend auire ehose 
par-ld sinon la somme d'un nombre indefini de reetangles faits de cAa- 
que ordonnee avec (Aaeune des petites portions egales du diametre^ dant 
la somme est certainement un plan, qui ne differe de Vespace dti demi- 
cercle que d'une quatUiti moindre qu'aucune donnie. — Besonders ist 



*) Invenla, schreibt Roberval an Torricelli, infinüi doctrina {liceat ad- 
huc eo nomine uti in hac epislola; posthae äbsü) eaque pro tempore satis 
probe excultaf ego ad tangentes curvarum animum appUcui etc* 
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noch bervorzuhelien, dass Pascal mit dieser Methode die Untersuchungen 
über Summationen von Reihen, die er mit Hülfe seines arithmetischen 
Dreiecks angestellt hatte, in Verbindung zu setzen wusste; er bahnte da- 
durch den Weg an, welchen Wallis in der Arithmetica InfinUorum 
mit grossem Gluck weiter verfolgte*) und welchen auch Newton vor 
der Entdeckung der Fluxionsrechnung mit bedeutendem Erfolg betrat. 
Namentlich aber ist das offene Geständniss Leibnizens hervorzuheben, dass 
das Studium des oben erwähnten Pascarschen Schreibens an r4arcavi ihn 
in der Erkenntniss der höheren Anaiysis wesentlich ger5rdert habe**). 
Demnach sind die Schriften PascaFs für die Entwicklung des Princips 
der höheren Anaiysis von der höchsten Bedeutung; wie nahe er selbst 
demselben kam und zu welcher Höhe der Betrachtung er sich erhob, er- 
hellt am schönsten aus der Bemerkung, mit welcher er die Abhandlung: 
Pote$tiUum Numericar^im summa {Oeuvr* de Pascal, Tom. V. p. 122) 
schliesst: JJaec obiter notavi, reliqtia fadli negotio pmetrantur , eo po« 
sito prindpio, in eontinua quantitate, quotlibet quantitates 
cujusvis generis quantitati superioris generis additas, 
nihil ei superaddere, Siepuncta lineis, lineae snperficiebusj superficies 
Bolidis, nihil adjidunt: seu ut numericis, in numerico tractatu, verbis utar, 
raiices quadratis, quadrata eubis, cubi quadrato - quadratis ete. nihil ap* 
fimunt. Quare, inferiores gradus nullius valoris existentes, non con^ 
siderandi sunt. Haec^ quae Indivisibilium studiosis familiaria $unt, 
mbjungere placuit, ut nunquam satis mirata connexio^ qua ea etiam quae 
remotissima videntur^ in unum addicat unitatis amatrix natura^ es hoc 
tsemplo prodeat, in quo quantitatis continuae dimensionem cum 
numeriearum p otestatum stimm a conjunctam contemplari licet. 
Fermat, Roberval, Pascal haben gleichzeitig zur Erkenntniss des 



*) Es ist jedoch zu bemerken, dass Wallis, ohne von PascaFs Schrift 
über das arithmetische Dreieck etwas zu wissen , auf seine in der Arilhmeiica 
Injinüorum niedergelegte Methode gekommen ist, denn Pascars Schrift wurde 
erst nach seinem Tode im Jahre 1662 vollständig gedruckt unter seinen Pa- 
pieren aufgefunden. Vergl. PascaPs Leben in der ersten Ausgabe von Bos* 
sut's Geschichte der Mathematik, deutsch« Uebers. S. 463. 

**) Vergl. die von mir herausgegebene Schrift : Historia et origo ealculi 
diferentiaUt a 0. 0. Leibniüo coneripia* Bann. 1846, S. 8. 
Qirknrdt, ino^tif. 3 
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Wed^ns der höheren Analysis mächtig beigetragen : sie alle drei , gebildet 
durch ein sorgfältiges Studium der Meisterwerke der griechischen Mathe" 
niatiker, Terstanden die Methoden der Neueren mit den strengen Forde- 
ft^gen der Geometrie des Alterlhums zu vereinen und gelangten so zu 
)etfen glänzenden Entdeckungen in fast allen Gebieten der mathematischen 
Wissenschaften, durch die ihre Namen unsterblich geworden sind. — - 

Bisher waren die Geometer in den Untersuchungen über Quadra- 
tured und Cobaturen im Allgemeinen von der Betrachtung der geome-' 
trischen Figur ausgegangen und hatten die arithntetische Behandlung der 
Probleme dadurch gewissermassen zu verdecken gesucht — Wallis 
(Professor der Geometrie zu Oxford, geb. 1606, gest. 1703) schlug den 
entgegengesetzten Weg ein. In seiner Arithmetica Infinitorwn, Owon. 
165S untersucht er zuerst das Verhältniss, welches zwischen der Summe 
dner gegebenen Reihe von Zahlen und der grössten derselben stattfindet^ 
ttftd bringt alsdann das gewonnene IJesuItat auf geometrische Grössen 
KOf Anwendung. Durch induclion und Analogie, zwei Hülfsmittel, von 
weichen Wallis sehr geschickt den ausgedehntesten Gebrauch zu machen 
verstand, wurde es ihm möglich, alles das, was bisher durch Summation 
voll Reiben im Einzelnen erreicht worden war, in Zusammenhang zn 
brmgen und gewissermassen f^ystematisch zu behandeln. Er beginnt mit 
dQr Bestimmung des Verba^^.isse8, welches zwischen der Summe einer 
b^ebig«n Anzahl Glieder der natürlichen Zahlenreihe zu der Summe aus 
ebenso vielen Zahlen, die sammtlich dem grössten Gliede jener 'Reihe 
gleich sind, stattfindet und erweitert diese Untersuchung auf die Reihea 
der Quadrate , Cubikzahlen u. s« w. bis zur sechsten Potenz. Durch eine 
glückliche Analogie geleitet betrachtet Wallis Ausdrücke von der Form 

--, y*a beziehungsweise als gleich mit a""^, a**) und so vermochte er 

die Summen der den obigen reciproken Reihen, so wie diejenigen, deren 
Glieder von Quadrat-, Cubikwurzeln u. s. w. gebildet werden, zu bestim- 
men. Fermat, Roberval und nach ihnen Cavaleri halten gefunden, dass 



*) Die wirkliche Einführung der Bezeichnung, dass — =^ a , 

Van«^^, verdanken wir Newton. Vergl. den ersten Brief Newton's an 
Leibniz (LeibnizMs maihemalische Schriften, Berlin 1840, Theil 1, S« 101)« 
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weoD die Ordinalen einer Curve sich verhalten wie die Poleozen der 
AbBcissen (die Exponenten der Potenzen als ganze positive Zahlen voraus^- 

gesetzt), der Ausdruck . , in welchem m den Exponenten der Potenz 

bezeichnet, das Verhältniss zwischen der Curve und einer geradlinigen 
Figur von gleicher Grundlinie und Höhe darstellt; Wallis zeigt vermögci 
der oben erwähnten Summationen , dass derselbe Ausdruck auch gUt, 
wenn die Exponenten negativ oder gebrochen sind. 

Um Wallis' Verfahren durch ein Beispiel zu erläutern, soll de^ 
Vergleichs wegen die Quadratur der Parabel nach seiner Weise hier aus- 
führlich betrachtet werden {Arith. Infinit, prop. XIX — XXIII), Nachdem 

•. A + 1 = 1 3 11 + 1 + 4 = 5 1 . 1 
ergezeigt, dass j-^j^^ ^ = ^ + ^, _____=«+^^, 



+ 1+4 + 9 =1 4 _ J_ _ 2 -L i. 
» + 9+9+93=36 18^ 3 "^ lö' 



+ 1+4 + 9 + 16 = 30 
16 + 16 + 16+16 + 16=* 80 

+ 1 + 4 + 9 + 16 + 25 = 55 



8 24"" 3 "*'24' 25 + 25+25 + 25 + 25 + 25 = 150 



""30 3 "•" 
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zj: u. s. w., woraus er wegen der continuirlichen Abnahme von -^, -^y 

Tfi' öT) ^ ^*^'^' allgemein folgert, dass die Summe einer beliebigen 
Anzahl von Quadratzahlen (0 nicht ausgeschlossen) zu einer Summe, di^ 



Fig. 4. 




aus gleichvielen, der grössten Quadratzahl gleichen 
Summanden besteht, sich wie 1:3 verhält, i^o 
macht er die Anwendung dieses Resultats ^ui 
die Quadratur der Parabel folgendermassen : 4I?0 
(Fig. 4) sei die Parabel, A deren Schei|el, ÄJ^ 
der Durchmesser, DT ein Parallelogramm apf der 
Basis DO und von gleicher Höhe mit der Para« 
bei. Alle Linien DO sind parallel der Basis, 
desgleichen alle OT parallel dem Durqhmesser 
AD. Da sich nun nach der Eigenschaft der Pa«- 
rabel die Linien AD = OT sich verhalten wie 
DO =s AT , so wird die ganze Figur AOT (die 
9\is MP9sähli2.e9 Graden OJ bext^bt; did sich Tj^r 
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Iialten, wie die Quadrate von AT) zu dem gleich hohen Parallelogramm 
TD (das aus ebenso vielen Geraden besteht, die sämmth'ch der grössten 
OT gleich sind) sich verhallen wie 1:3, folglich die Parabelfläche zum 
Parallelogramm wie 2:3. — 

Das Ziel, welches Wallis bei diesen Untersuchungen zu erreichen 
strebte, war, einen Ausdruck für den Inhalt des Kreises zu finden} er 
wandle sich deshalb zunächst zur Betrachtung von Reihen, deren Glieder 
aus zweitheiligen Ausdrucken von der Form (aadba?a?)*, (aai:XJt)\ 
iaai,^^y U.S.W, gebildet sind, und fand, dass der Inhalt der durch 
solche Reihen dargestellten Flächenräume beziehungsweise durch die Aus- 
drucke X, aax±,—, a^jc±: — r — ± — u. s. w. ausgedrückt werde. Da 
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aber die Ordinate des Kreises, dessen Radius a, dem Ausdrucke ^aa — xx 

gleich ist, so nahm Wallis seine Zuflucht zur Interpolation} er schloss, 

dass so wie der Ausdruck V^a — 070? zwischen (aa — xx)^ und {aa — jrjr)* 

fällt, ebenso auch der Ausdruck für den durch die Reihe von Grössen 

x^ 

^aa — xs dargestellten Flächenraum zwischen o? und aax — — fallen 

müsse, und gelangte auf diese Weise zu dem nach ihm benannten Aus* 
drucke für die Fläche des Kreises. — < Im Allgemeinen ist zu bemerken, 
dass von Wallis in der Anwendung der arithmetisch gewonnenen ResuK 
täte auf geometrische Grössen die Methode Cavaleri's unverändert zu 
Grunde gelegt wurde; nur das ist hervorzuheben, dass besonders die 
calculatorische Seite der bisherigen Bestrebungen durch ihn eine bedeu- 
tende Ausbildung erhielt und dass man nach seinem Vorgange sich ge- 
wöhnte, die Reihen selbstsländig ohne allen Bezug auf ihre Anwendung 
in der Geometrie zu behandeln. 

Die Untersuchungen von Wallis erhielten ihren Abschluss durch die 
Quadratur der Hyperbel, welche Nicolas Mercator (ein Holsteiner von 
Geburt, daher vielleicht sein eigentlicher Name Kramer oder Kaufmann) 
in seiner Logarithmotechnia, Land. 1668 bekannt machte. Derselbe fand 
nämlich, dass wenn die Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel als 

Coordinatenaxen angenommen werden^ jede Ordinate y = r— ^ — ist* Er 

1 + X 

dividirte nun den Zähler dieses Bruchs durch den Nenner und erhielt so 
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den Werth der Ordinate durch eine unendliche Reihe ausgedrdckt; 
sämmtliche Ordinalen aber bestimmten nach Wallis' Summationsmethode 
die Fläche zwischen der Curve und den Asymptoten ; durch Addition aller 
für die einzelnen Ordinalen erhaltenen Reihen ergab sich demnach ein 
Ansdrack für die Fläche zwischen der Curve und den Asymptoten und 
zwar in Form einer unendlichen Reihe. — Bisher hatte man sich be« 
gnogt, nach dem Vorgange Archimed's die krummlinig begränzten Flä- 
cheoräume mit geradlinigen zu vergleichen; die Bestimmung des Inhalts 
der gleichseitigen Hyperbel durch Mercator ist demnach die erste abso- 
lute Quadratur. Sie machte deshalb allgemeines Aufsehen; Leibniz und 
Newton schätzten sie sehr hoch. 

Bevor noch die Ärithmetiea Infinitorum erschien, hatte der nieder- 
ländische Mathematiker Gregorius a St. Vincentio (geb. zu Brögge 
1584, gest. zu Gent 1667) ein umfangreiches Werk: Opus geometriciim 
^airaturae drculi et sectionum coni decem libris comprehermim, Änt- 
werf. 1647, herausgegeben, in welchem er als Endziel seiner Unter- 
suchungen mehrere Wege zur Ermittelung der geometrischen Quadratur 
des Kreises lehrt.*) Schwerlich ist je lür dieses vergebliche Unterneh- 
men mehr Scharfsinn und grössere Arbeit aufgewandt worden, als von 
dem genannten Schriftsteller geschehen } daher ist denn aber auch sein 
Werk trotz des verfehlten. Zieles eine wahre Fundgrube der schönsten 
geometrischen Wahrheiten geworden. Nicht nur gedenken die bedeutend- 
sten unter den gleichzeitigen Mathematikern, wie Hugens, Leibniz» 
desselben lobend, auch in neuester Zeit haben Geometer ersten Ranges 
eindringlich darauf aufmerksam gemacht, wie unverdient dieses grosse 
Werk so ganz der Vergessenheit anheim gefallen sei.**) — In der Vor- 



*) Eine Inhaltsangabe des genannten Werkes findet sich in Kästner*! 
Geschichte der Mathematik, Theil 3. S. 221 ff. 

**) Chasles Geschichte der Geometrie, deutsch von Sohncke, S. 87 f. 
Daselbst wird erwähnt, dass Leibniz durch die Betrachtung der Figuren in 
dem Werke des Gregorius auf sein differentiales Dreieck (das Leihnizische 
^^mgulum characteristicum) geführt sein könnte. Ich habe das Exemplar der 
K^aigl. Bibliothek zu Hannover, welches Leibniz besass und in dem er an 
mehreren Stellen Anmerkungen beigeschrieben hat, genau durchgesehen, ohne 
jedoch die geringste Andeutung in dieser Hinsicht zu finden. Auch aus den 
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t&it hnSHi Gregor! its, dass er nach mehreren Tergebiidien Veffluoktfi 
daraof gekommen sei, durch Cubirung von Körpern, deren DurcbsQhnitte 
Kreisebenen oder Kreissegmente bilden, zur Quadratur des Kreises 211 
gelangen. Da ihm die damals gebräuchlichen Cubirungsmethoden för m- 
Ben Zweck nicht genügten, so erdachte er ein eigenihilmliches Yerfaikren, 
durch Bewegung einer Ebene auf einer andern die Körper zu erzeugen, 
wodurch er zugleich ein Mittel gewann,' den erzeugten Körper mit einem 
andern, dessen cubischer Inhalt bekannt war, vergleichen zu können. 
•Er nannte deshalb sein Verfahren „ ductus pUni in planum.'' Im Uebri- 
gen darf nicht unerwähnt bleiben > dass Gregorius alles, was er in sei- 
nem Werke vorträgt, durchgängig streng geometrisch im Sinne der dten 
üeometrio behandelt, und dass er bei der Quadratur der Kegelschnitte 
auf ähnliehe Weise verfuhrt, wie die Geometer des Alterthums. — 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Metboden, Tangenten 
an krumme Linien zu ziehen, die grössten und kleinsten Werthe der 
Ordinalen zu bestimmen u. s. w., welche zum Verständniss der Differen- 
iifflrecbniing und zu ihrer Verbreitung so wesentlich beigetragen haben« 

Wenn Lagrange sagt*), dass die Geometer des Alterthnms zum 
JBehuf der Construclion der Tangente als allgenoeines Princip zu Grunde 
gelegt hätten, dass die Tangente eine gerade Linie sei, die mit der 
Curve nur einen Punkt gemein habe, so dass keine andere gerade Linie 
durch diesen Punkt zwischen der Curve und Tangente gezogen werden 
k^nne, so ist diese Behauptung dahin zu beschränken, dass nur Euklid 
auf diese Weise die Tangente des Kreises bestimmt hat. Archimedes 
und Apollonius fassen die Tangente als eine gerade Linie, welch« 
einen Punkt mit der Curve gemein hat, sonst aber ganz ausserhalb der- 
selben liegt; sie setzen die Tangente zur Subtangente in Beziehung^ so 
dass durch die letztere jene gefunden werden kann: ein Verfahren« das 
von Format, Hugens, de Sluze zur Bestimmung der Tangente mit 
Jfvöi^sätn Erfolge angewandt worden ist. 

Leibiiizisclien Manuscripten ergiebt sich nichts, was för diese Annahme spräche. 
•üebpigens ist möglich, dass Leibniz noch ein anderes Werk des Gregorias: 
€un>ilineorum amoenior contem]^lalio nee non examen cireuli qmadrßiurae, 
'XiH§d, 1654. besessen, nach dem ich jedoch vecgebens gesucht habe. 
*) Theorie 4eß fencHons anaiyUq^ies. £dk* n(^%x\ p* 165, 
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Cri^t in aeuerfir Zeit, ip der ersten Hälfte dea 17. J^brbuQdf^r^, 
ifAPSocbten fast gleichzeitig Roberval.-Descartes, Ferm^t eiB$ all- 
gemeine Auili}ßuog des Tangenteiiproblems. Es ist scbon oben b^iO^rJ^t 
iwprid^n., dass in de« Untersucbungen Roberval's übex Quadraturien ein 
Abdruck des tiefen Studiums der Geometrie des Altertbums gefunden 
wird; derselbe Geist ,webt auch in seiner Tangentenmetbode. Nacbdein 
BjiiDlicb dieser ausgezeichnete Geometer bei der oiechaniscben Beschrei- 
b\ijßg der Cy<^oide sich überzeugt hatte, dass jede krumme Linie duri^h 
4ie ^ew^gung «ineß nach zwei oder mehreren Richtungen an^etriebcinen 
Pi^qktes beschrieben werden könne und dass die Richtung dieses Punktes 
jp jedem Augenblick zugleich auch die Tangente für den entspi:echQnd€Ui 
Gurvenpankt sei, knüpft er an dieses Axiom die folgende allgemeine Re- 
,g^ zur Bestimmung der Tangenten*): Man untersuche imit Hülfe der 
gegebenen spezifischen Eigenschaften der Curve die yer&chiedenen Bewf- 
gangen, welche der die Curve beschreibende Punkt an der Stelle ,bs^t, 
wp die Taiigente gezogen werden soll; alle diese Bewegungen setzte ms^n 
in eine einzige zusammen , ziehe die Richtungslinie der zusammeogct^etl- 
Uip Bewegung , so wird diese die Tangente der krummen JUinie für 4fn 
.in Bede elebenden Punkt sein. Roberval war zwar von der Alfgc^^iq- 
beit diesem Princips völlig überzeugt**); er ist jedoch den Beweis de^}* 
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*) Inwnla infiniti doctrma, ego ad tangenies curvarum animum appli^ 
im. Ac firmutn vi analyteos methodum quandam reperi, quae elißmsi Iqtn^e 
pDßiea universalis esse deprehensa sH, tarnen recens invenla lalit non APfiß' 
ruil: jQuaereham vero universalem et parliculares methodos (ut ßdhuo) uhigue 
dedignahar» At trochoides (cycloides) nostrae occasionem dederunt^ cur dd 
motuum compositionem respicerem. Occasio lalis fuit ac proposilionem unU- 
versalem langenlium inde deductam vulgavimus circa annum 16^6. Aus dem 
Bfiefß fiobervfti's an TorricelU. — Die Abhandlung, in der Boberval seine 
TjingeirtQnm^ibo^e Ubrt, hat den Titel: Observations sur la compofition fißs 
mouvemens et sur le moyen de trouver les touchantes des lignes courbeB» Sie 
fin4ei sich in vd$n Divers Ouvrages de Mathemal, et de Physique par fl/efißii^fs 
äfi I4fiadf4mi^ royale des sciences» Paris 1693> Tom, 7. 

**) Hoc tarnen eos (posteros) moneboy doctrinam de motuum CQnypW' 
fyne adeo univm'salem ^se, ut n^c analysi sola cqercealur, i^c adjuneta 
i^niorMm 4o€lrina, cum ratio^alibus ßt irratianaUb^SJ fifigf*« /(^(irMt^i« 
mantUa^ilf^ß; guippe ,t^ec pfifn^ miitus compr^hendit , non 4k^ .yf^is mwp^e' 
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bei) schuldig geblieben, und er vermochte es auch nur auf die Kegel- 
schnitte mit Klarheit anzuwenden, indem für diese Curven die relativen 
Geschwindigkeiten des die Curve beschreibenden Punktes unmittelbar ge- 
geben sind. Weniger gelang ihm die Darstellung der Tangenten der übri- 
gen damals bekannten Curven, so dass die Herausgeber seiner Schriften 
über die Verwirrung und Undeutlichkeit in der Construction der Tangen- 
ten der Quadratrix, Conchoide u. s. w. laute Klagen führen. — ßober- 
val's Tangentenmethode verdient gewiss alle Aufmerksamkeit, wenn man 
bedenkt, dass er zuerst die Behandlung eines geometrischen Problems in 
grösster Allgemeinheit unternahm und zwar nur mit Hülfe solcher Prin- 
cipien, deren Anwendung und Gültigkeit in der Geometrie durch die Geo- 
meter des Alterthums geheiligt war. Obgleich schon Archimedes bei der 
Construction der Spirale und Cavaleri zur Erzeugung der Körper und 
Flächen von der Bewegung Gebrauch gemacht hatten , so wird dadurch 
doch keineswegs Robervars Verdienst geschmälert; denn der erstere Fall 
ist ein einzeln stehender und hatte keine weitern Folgen, während von 
' Cavaleri die Bewegung in einem ganz andern Sinne angewandt wird. 
Dass Roberval über die Entstehung der Curven und über die Entdeckung 
ihrer Eigenschaften , welche in damaliger Zeit mit so grosser Vorliebe be- 
bandelt wurden, mittelst der Bewegung eine neue Bahn brach, sichert 
ihm eine ausgezeichnete Stelle in der Geschichte der Geometrie. — 

Dadurch dass Descartes (1596 bis 1650) in ausgedehnterem 
Masse, als bisher geschehen, die Algebra in der Geometrie zur Anwen« 
düng brachte, gewann die letztere eine wesentlich neue Gestalt; es wurde 
nun möglich, die Eigenschaften der Curven durch allgemeine Formeln 
auszudrücken und diejenigen, deren Charakter übereinstimmend war, ge- 
meinsam zu behandeln. Das erste allgemeine Problem und von Descar- 
tes selbst als seine schönste und wichtigste Erfindung geschätzt^ war 
ein Verfahren, die Tangenten der einfachen Curven zu finden*). .Die 



hendilur; hinc latissimis patel exercitationibus mathematieis campus idemqui 
pltu guam solidus. Aus dem letzten Corollarium zu d^r Abhandlung de Tro- 
choide* 

*) Nee verehor dicere, prohlema hoc non modo eorum, gtioe scio, Uli- 
lissimum et generalissimum esse, ted eliam eorum, quae -in geometria scire 
unquam desideraverim. Carles. Geomel, Hb, IL p. 40. ed, Schooten. 
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Bemerkung nimlich« dass wenn eine einfache Curre Ton einem Kreise 
in zwei Punkten geschnitten wird, bei dem allmähligen Zusammenfallen 
dieser beiden Punkte der Kreis die krumme Linie nur in einem Punicte 
berührt, mithin die Tangente des Kreises in diesem Punkte zugleich auch 
die der Curve ist, genügte ihm, sie als Princip eines Verfahrens, Tan- 
genten an krumme Linien zu ziehen, aufzustellen. Die Mangelhaftigkeit 
und geringe Anwendbarkeit desselben ist jedoch leicht einzusehen. 

Von bei weitem grösserer Bedeutung für die Entwickelung des Prin- 
cips der höheren Analysis sind Fermat's analytisch -geometrische Unter- 
stkchungen. Die Grundlage derselben bildet seine berühmte Methode zur 
Bestimmung der Maxima und Minima*). Um eine genaue Darstellung 
des Wesens derselben zu geben, betrachten wir eine einfach gekrümmte 
Curve, bei welcher unmittelbar zu erkennen ist, dass die Ordinate y 
desjenigen Punktes, in welchem die Curve vom Wachsen zum Abnehmen 
fortgeht, die grösste in Bezug auf die zunächststehenden ist. Dieser Or« 
dinate wird, wie jeder andern, ein Werth zukommen, der sich aus der 
charakteristischen Gleichung der Curve ergiebt und der im Allgemeinen 
eine Funktion der Abscisse x sein wird. Setzt man darin jr -h e für jr, 
wo t eine sehr kleine Grösse bezeichnet, so wird dieser letztere Ausr 
druck für y dem ersteren beinahe gleich sein **). In der so erhaltenen 
Gleichung unterdrückte Fermat die beiden Seiten gemeinschaftlichen Glie- 
der, dividirte, um die Glieder der Gleichung homogen zu machen, durch 
die Grösse e so oft als möglich und liess die übrigbleibenden mit € noch 
behafteten Glieder weg als unendlichklein in Bezug auf die andern Grös- 
sen der Gleichung. Aus dem , was nun noch übrig war , erhielt er den 
•Werth des Maximums. Es sei z. B. eine gt'gebene gerade Linie B so zu 
theilen, dass das Rechteck aus ihren beiden Theilen ein Maximum werde. 
Angenommen, die Aufgabe wäre gelöst und der eine Theil der gegebenen 
Linie = A , mithin der andere = J} — i , so wird das Rechteck (B — A) A 
das verlangte Maximum sein. — Zur weiteren Bestimmung von A für 



*) FermaU op. var. maih, p. 62 sqq. 

**) Fermat gebraucht hier das Wort adaequare, der Gleichheit nahe 
kommen, und beruft sich auf Diophant's (itl loquilur Diophanlus) Methode 
der Annäherung oder der Beinahegleichheit. Vergl. Nesselmann, die Al- 
gebra der Griechen. Berlin 1842. S. 401. 
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4en Fall de9 Maximums «ubsiitiiirt nun FermM 4 4- e lur 4, und gmmA, 
.indem er die beiden Ausdrücke iB^A)A, (fl -^ (X + e))iA^^ 
igleicbsetot , die Gleichung 

d. b. 0= ejB^2ie— «* 
oder CS fi — 2i — e, 
mithin » B -^ 2i 
woraus ^B = i> 
.d. b. iB w- i) 4 wird ein Maximum sehi , wenn i die Häufte d^r geg^ 
benen Linie B ist. '* 

Die allgemeine Gültigkeit der Methode in solchen einracbem Baispii^ 
len» wie das vorhergehende, ist nicbx zu verkennen; jedocb jst lei^t xu 
sehen, dass, um mit Hülfe dieses Verfahrens in schwierigenen «Fiallen 
z. B. über das Maximum einer Curve zu entscheiden, noch andere Kunsi- 
4;riire nörhig sind. Zuerst wird eine ohngefäbre Kenntniss des Maximiimis 
vorausgesetzt; alsdann wird aber noch eine besondere Discusftion der 
Curve erfordert, um zu entscheiden, ob der gefundene Wertb ein abso- 
lutes Maximum ist. Ferner entscheidet Fermat's Methode nicht, qb 4er 
gefundene Wertb ein Maximum oder Minimum i$t, was ebenblls nocb be- 
sonders aus der Natur der Curve ersehen werden muss. 

Auf der eben betrachteten Methode ad disquirmiam maximom fit 

minimam beruht Fermat's Verfahren, Tangenten an krummß Linien ;i|i 

ziehen. Da Fermat hierbei nicht von der allgemeinen DejSniMon der Tan- 

4|ente ausgebt, sondern voraussetzt, dass die Tangente jedesmal die Axe 

X der Curve schneidet, so wird es möglich, durch die Subtaogente die 



Fig. 5. 




Tangente zu bestimmen* Es sei z. ß. 
BDN (Fig. 5.) eine Parabel, an wcddie 
im Punkte B eine Tangente gezogen 
werden soll. Eermdt nimmt syfi^ 4«ss 
sie den Durchmesser der Cnnce im 
Punkte E schneidet , und sucht nun 
darzuthun, dass CE die eiforderliche 
Eigenschaft als Subtangente der Parabel 
bat. Zu diesem Ende zieht er ausser 
d^r Ordinate ßC d$^ BearttrwggpjiBfc' 
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tM B noch eine Senkrechte OJ von eioem Punkte der Tangente in der 
NiUie dee Punktes B auf die Axe; mm ist CD : ßj >IC^ rÖP miU 
hin auch >> C£7^ : 7S^ Diese Verbältnisse werden eich jedoch der 
Gleichheit nähern, je weniger der Punkt von B entfernt i&t, d.h. Ü7* 
wird mit^B* oder, was dasselbe ist, JA* mitO* zusammenfallen, wenn 
die Abscisse CD in die um eine unendlich kleine Grösse CJ verminderte 
Abscisse JD übergehU Ist nun CI) » d, CBzxi a, CJ ^ t, so wird JD 
= d—e und 71* = (a — e)*, folglich {d—e)a^ = d(a— e)*, aus 
welcher Gleicbung sich a = 2d als richtiger Werth der Subtaogente der 
Parabel ergiebt. Die Tangente des Punktes B schneidet als die Axe der 
Curve B und ist durch diese beiden Punkte bestimmt. 

Dass diese Tangentenmethode Fermat's nicht allgemein und auf jeden 
Fall anwendbar ist, erbellt schon daraus, dass sie nicht Ton dem allge^ 
meinen Begriff der Tangente ausgeht, sondern voraussetzt, dass die 
Tangente die Axe der Curve schneidet. Dessenohngeachtet haben bis auf 
die neueste Zeit die Corjphäen der französischen Mathematiker, Laplace, 
Lagrange, Fourier, Arago, dieselbe mit der durchaus allgemeinen, 
welche die Differentialrechnung bietet, in Parallele zu stellen gesucht, und 
Fermat als den eigentlichen Erfinder (premier inventmr) der Differential- 
rechnung betrachtet wissen wollen. Prüft man aber die Urtheile dieser 
ausgezeichneten Männer, so ergiebt sich merkwürdiger Weise, dass sie 
zugleich auch die Gründe enthalten, weshalb eben Fermat jdie Ehre der 
Erfindung durchaus abgesprochen werden muss. Laplace sagt*): On 
voity qu'il (Fermat) savaü iUndre sa methode aux fonctions irrationelles, 
en se dibarrassant des irrationalites , par Velevation des radicaux anx 
puissancei-y und Lagrange**): /{ (Fermut) fait düparaitre dauB eeUe 
.iqtuUion les radioaux et les fractions s'il y en a: genug, um zu er- 
eeben^ dasn Fermat's Methode eich an die Schwierigkeiten stöset, wekhe 
die Differentialrechnung mit einem Schlage liberwindet. Wurz^lgrössen 
und Bruche sind für die Differentialrechnung kein Hinderniss, dagegen 
muss Fermat, um sein Verfahren anw(*nden zu können, sie entweder ver- 
meiden oder auf künstlichem 'Weje durch Operationen des niedern Cal- 



*) Xraüi des probabiUtis , inlradiicl jp. JCJTX* 
^*) Legons sur le calcul des fonctions p. 321. 
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culs wegschaffen. Hierzu kommt noch, dass Fermat*8 Verfahren jedes 
durchgreifenden Algorithmus entbehrt und in den einzeln hingestellten Bei- 
spielen mehr als Funken eines grossen, scharfsinnigen Talents erschdnt, 
als eine allgemein begründete Theorie*). 

Keppler hatte die unendlich kleinen Grössen in die Geometrie des 
Alterthums eingeführt; dasselbe geschah durch Fermat in Bezug auf die 
Geometrie des Descartes. Man hat dies als seih vorzOglichstes Verdienst 
gepriesen; indess wird gewöhnlich dabei übersehen^ dass die unendlich 
kleine Grösse nur das Mittel, gewissermassen der Algorithmus seiner 
Methode ist. Das eigentliche Fundament der Methode Fermat*s bildet der 
Begriff der Gränze, den er aus den Schriften der Geometer des Alter- 
thums entlehnte, und es ist namentlich ein Zeichen seiner eminenten 
Geisteskraft, dass er diesen Begriff mit der Geometrie des Descartes zu 
verbinden verstand, 

Hugens (1625 bis 1695) und de Sluze (Canonicus zu Lüttich, 
1623 bis 1685) versuchten die Regeln Fermat's zu erweitern und zu be- 
weisen; ohne aber auf das Princip derselben nüher einzugehen, haben 
sie nur Anweisungen gegeben, wie man aus der gegebenen Gleichung so- 
gleich das verlangte Resultat erhalten könne, ohne Substitution von x + e 
für X**). Desgleichen hat Hudde (1640 bis 1704) eine Regel zur Be- 
stimmung der Tangenten und der Maxima und Minima gegeben, welche 
dasselbe in Bezug auf die Methode des Descartes bezweckte***). 



*) Vergl. hierbei Newton's Leben von Brewster, übers, von 
Brandes und Goldberg S. 150, und Ghasles' Geschichte der Geome- 
trie, übers, von Sohncke S. 59, wo Poisson's weniger parteiisches Ur- 
theil angerührt wird. Auch Genty in seiner Preisschrift: D« l'influence de 
Fermat sur la giomelrie de son temps, Orliam 1780, hat ein bestimmteres 
Urtheii über Fermat's Verdienste gefällt; desgleichen Bossut (Histoir. de$ 
maihimal. ed. nouv. Tijm, I, p« 302,). 

**) Die betreffenden Abhandlungen von Hugens finden «ich in: Dmrs 
Ouvrages de malh^mat, et de physiq» par MM. de l'Academie roy. des scienc. 
1693. Joffi. /. p. 327 sqq.; die von de Sluze in: Transactions philos. an. 
1672 und 1673 p. 6059 und p. 5143. 

***) Eudden. epist. seeund* ad Schooten in Cartes, Geam, ed. Sehooten 
p. 507 sqq. 
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Die Reihe der Versuche in Betreff einer allgemeinen Lösung des 
Tangentenproblems vor der Bekanntmachung der Differentialrechnung durch 
Leibniz beschliesst die Methode, welche Isaac Barrow*) (1630 bis 
1677) in seinen Leetionibus geometricis, Londin, 1672, gegeben hat. Um 
das Wesen derselben zu verstehen, ist es nöthig, darauf zurückzugeben, 
wie Barrow die geometrischen Grössen« namentlich Curven, entstehen 
lässt* Cavaleri dachte sich die Ebenen und Körper, um zu ihrer Qua- 
dratur und Cubfilur zu gelangen, durch Bewegung erzeugt; Barrow, durch- 
drungen von der Zuverlässigkeit der Methode Cavaleri's**), welche er ge- 
gen die Angriffe Tacquet's vertheidigt (Lect. IL p. 21) bildet die Cur- 
ven durch die Bewegung eines nach zwei oder mehreren Richtungen an- 
getriebenen Punktes***) und versucht dadurch, dass er die Richtung und 
die Geschwindigkeit der Bewegung in Betracht zieht, die Eigenschaften 
der Curven zu ermittein f)* Deshalb handelt er auch in seinen ersten 
Vorlesungen mit grosser Ausführlichkeit über die verschiedenen Arten der 
Bewegung, über das gegenseitige Verbältniss von Geschwindigkeit und 
Zeit und über ilire Anwendung zur Erzeugung geometrischer Grössen, na- 
mentlich von Curven. In der vierten Vorlesung definirt Barrow den Be* 
griff der Tangente folgendermassen : Wenn die Geschwindigkeit eines 



*) Professor der Mathematik an der Uuiversität Cambridge, Newton's 
Lehrer und Freund, zu dessen Gunsten er im Jahre 1669 auf seinen Lehr- 
stuhl verzichtete. 

**) Caelerum praetermiitenda non est animadversio quaedam perquafn 
ulilis et necessaria circa modum Supei^ficierum et Solidorum hoc modo resul^ 
tanlium dimensiones investigandi juxta methodum indmsibilium ^ omnium ex* 
peditissimam, et modo Hte abhibeatur haud minus certam et infallibilem* 
Leci. IL 

***) Omnis in uno piano constituta linea proer eari potest e motu paral^ 
Ulo rectae lineae et puncti in ea, omnis superficies e motu parallelo plani et 
lineae in eo (lineae scilicet alicujus e rectis modo jam insinuato motibus pro- 
genitae) consequenter et linea quaevis etiam in curva superficie designata 
rectis motibus effici potest. LecU IIL 

t) tr&positum est nobis e eompositione motuum emergentes linearum 
affeetiones indageire ae expoMre. Anfang von L^et* IV* 
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Fig. 6. 




Punktes i, weldier ^ine Gurve beschreibt, 
in irgend einem Curvenpunkt M der Ge<* 
schwindigkeit gleich ist, mit welcher ein 
Punkt T eine Gerade TP in der Zeit PM 
oder AC gleichförmig durchUnft (oder wenn 
die Geschwindigkeit des die Curve beschreib 
benden Punktes in M sich verhält zu der 
Geschwindigkeit des von T nach P sich be* 
wegenden Punktes T wie TP zu PM) so wird die Gerade TM die 
Curve im Punkte M berühren. Es ist leicht zu sehen, dass die auf 
diese Bestimmung gegründete Methode nicht allgemein sein kann und für 
jede einzelne Curve besondere Kunstgriffe verlangt, da die Tangente von 
der eigenthümlichen Bewegung des die Curve besdreibenden Punktes ab* 
hängig gemacht wird. Dadurch jedoch, dass Barrow von dieser Aiffas-^ 
sung der Tangente ausging, wurde er auf die Betrachtung des Dreiecks 
geHQhrt, das von der Tangente, der Subtangente und der Ordinate des 
Berührungspunktes gebildet wird, und da er, getreu den Vorstellungefl 
Keppler's und Cavaleri's, einen unendlich kleinen CurveBtheii als eine 
gerade Linie annahm*), so dass also die Tangente mit einem soldben 
Curvenstücke zusammenfiel, erhielt er das später sogenannte differentiale 
Dreieck (auch triangulum characteristicum genannt) zwischen einem solchen 
Curvenstücke, der Abscisse und Ordinate des Berührungspunktes, welches 
dem aus der Tangente, Subtangente und Ordinate des Berührungspunktes 
gebildeten Dreieck ähnlich ist. Auf die Betrachtung dieses unendlich klei» 
nen Dreiecks gründet sich denn auch die algebraisch - geometrische Tan» 
gentenmethode Barrow's, die demnach in dem innigsten Zusammenbang 
mit dem obigen rein geometrischen Verfahren steht. Barrow giebt für 
dieselbe am Schluss der zehnten Vorlesung folgende Regeln: Es aaien 



*) SU curva quaevis (vel e rectis angulos efficientihus co)/nposiia, quae 
curvae quoque nomen merüo feral; Archimedes saüem e rectis composilas li- 
neas Uli figurarum circulis inscriplarum aut adscripiarum perimelros, xa/i^ 
nvXcSv y^afifAÜv nomine compleclilur ; ul et vicissim curvae quaevis lineae 
eenseri posswnl e rectis, innumeris quiiem Ulis indefinilß parviSf^a^ffacenti" 
hus ei deinceps secum <mgül9$ effisiaUitus^ canßaUu) ata. £ßcL IL 
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Fig. 7. 




die Geraden AP, PM (yon welcben PM 
die iß Rede stehende Curve im Punkte 
M schneidet) der Lage nach gegeben, 
und es möge die Linie MT die Curre 
im Punkte M berühren und in T die 
Gerade AP schneiden* Um nun die Grösse 
der Geraden PT zu finden, nimm das 
Curvenstöck PT unendlich klein, ziehe 
NQ II Afp, JVÄ II AP und setze MP^m, 
PTssf^ MR = a, NR a^s e. Alsdann bilde zwischen MR, NR eine Glei« 
ebang, aus welcher das Terhältniss von MP und PT sich ergeben \»ird. 
Hierbei sind folgende Rechnungsregeln zu beobachten: Zuerst werden 
alle Glieder, in denen Potenzen von a oder e oder Produkte aus a und 
9 ToAonHneD, weggeworfen (etentm isti termini nihil vahbunt) desgleichen 
alte Glieder, in welcben weder a, noch e enthalten ist (etenim Uli ter- 
Mi'itt semptr, ad iinam aequationis fartem adducti, nihilum adaequabunt) ; 
itt dei* übrigbleibenden Gleichung wird m für a, t für e gesetzt, wodurch 
sich der Werth von PT ergiebt. Quodsi, fiigt Barrow noch hinzu, cal- 
eahm ingrediatur curvae cujuspiam indefinita particula, substitnatur ejus 
loto tangentis particula rite sumpta vel ei qiiaevis (ob indefinitam curvae 
parvitatem) aequipoUens recta* 

Barrow's Methode unterscheidet sich von der Fermat's wesentlich 
dadurch, dass der erstere jede Curve als ein Polygon von unendlich vie- 
len Seiten und die Tangente der Curve als mit einer solchen Polygon- 
säte zusammenfallend betrachtet) dass er ferner nicht, wie Fermat, zwei 
ungleicbe Verbältnisse annimmt, die sich einer bestimmten Gränze nähern, 
sondern aus dem Dreieck zwischen einem unendlich kleinen als Tangente 
angenommenen Curvenstücke, der Ordinate und Abscisse des Berührungs- 
punktes auf das Verhältniss der Ordinate zur Subtangente zorfickschliesst. 
Dagegen liegt beiden Metboden die Annahme zu Grunde, dass die Tan- 
gente in Jedem Falle die Axe der Curve schneidet, und dass also mit 
HQlfe der Subtangente die Tangente bestimmt wird. Dies sowohl, als 
auch dass die Redmungsoperationen ebenfalls nur auf ganze rationale 
Funktionen sich unmittelbar anwenden lassen, bildet die theilweise lieber« 
einstimmung der Metlioden Barrow's und Fermat'-s. 
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la dem grossen Streite über den ersten Erfinder der Differential- 
rechnung i9t Leibniz der Vorwurf gemacht worden , dass er seine Methode» 
Tangenten zu ziehen, an welcher er bekanntlich den Hechanismus der 
Differentialrechnung erläuterte, Ton Barrow entlehnt habe. Ja man ging 
noch weiter; indem man durch eine merkwürdige Verwechselung irrege- 
leitet, Leibnizens Tangentenmethode als das Fundament der Differential- 
rechnung betrachtete, entstand die Meinung, es müsse der Ursprung der 
Differentialrechnung auf Barrow zurückgeführt werden. Leibniz hat aber 
die Unzulässigkeit dieser ziemlich deutlich ausgesprochenen Beschuldigung 
eines Plagiats stets nachgewiesen; in einem Briefe an den Marquis 
de THospital sagt er ausdrücklich'*): Je reconnois jue M» Barrow 
est diu bien avant, mais je puis vaus assurer^ Monsieur, que je n'ay 
tiri aucun secours pour mes methodes; und an einer andern Stelle des« 
selben Schreibens: Comme j*ay reconnu publiquement^ en quoy j'estois 
redevable d M. Newton, j'en aurois faxt autant d Vegard de M. Barrow^ 
si j'y avois puise. Wir können diese Aussage noch auf eine andere Weise 
erhärten. Wir haben auf der Königlichen Bibliothek in Hannover das 
Exemplar von Barrow' s Lectiones geometricae, welches Leibniz gehörte, 
eingesehen; in demselben bat er zu Anfang der Lect.XI, in der von 
dem umgekehrten Tangentenproblem die Rede ist, bemerkt: Novi dndum; 
desgleichen finden sich auf der zu dieser Vorlesung gehörenden Figuren- 
tafel von seiner Hand mehrere mathematische Formeln, in welchen das 

Integralzeichen in seiner ursprünglichsten Gestalt / vorkommt. Dies 



/ 



kann wohl als Beweis angesehen werden, dass Leibniz erst nach Ent- 
deckung des Algorithmus der höheren Analysis Barrow's Schrift studirte. 



Das sind die Grundzüge der Theorien und Methoden, welche zur 
Behandlung der Quadraturen und Cubaturen, so wie zur Lösung des Tan- 
gentenproblems vor der Erfindung des Algorithmus der höheren Analysis 
im Gebrauch waren und die zur Entdeckung desselben wesentlich beige- 
tragen haben. Durchmustern wir noch einmal den zurückgelegten Weg, 



*) Leibnizens matb. Schriften Bd. II. S« 269« 260. 
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SO beweist die hier gegebene Entwickelung, dass der Ursprang der höhe- 
ren Analfsis in dem ton den Geometern des griechischen Alterthums, na- 
mentlich Ton Archimedes aufgesteiiten Verfahren zur Lösung der Probleme 
da* Quadratur und Cubatur gefunden wird. Dies Verfahren, weldiem 
der Begriff der Grenze geometrisch gefasst zu Grunde liegt, wurde beim 
Wiederaufleben der mathematischen Studien im 16. und 17. Jahrhundert 
seiner ursprünglichen Strenge nach und nach entkleidet und mit Vorstel- 
langen yermischt, welche den Anforderungen der Wissenschaft zuwider 
sind. Doch dieser Uebergang war gewissermassen noth wendig, damit 
Gavaleri ein allgemeines, wenn auch nicht immer zuverlässiges Verfah- 
ren schaffen konnte, das die Entdeckung des Algorithmus der höheren 
Analysis vermittelte. Auf der andern Seite folgte man diesen Abweichun- 
gen um so williger, als sie einen äusserst bequemen Weg darboten, 
das gewünschte Resultat zu erhalten, während man die Ueberzeugung 
hatte, dass vorkommende IrrthQmer, zu denen die unsichere Methode 
fuhren konnte , durch eine Prüfung mittelst des vollkommen zuverlässigen 
Ardnmedei&dien Verfahrens gefunden und beseitigt werden konnten; wir 
haben es geflisseotlidi hervorgehoben, dass den Geometern, welche diese 
leichteren und bequemeren Methoden schufen, dieser Gedanke stets vor- 
schwebte. So kam es, dass man durch eben jene leicht anwendbaren 
Methoden von einer Menge von Resultaten, die gegenwärtig allein durch 
die höhere Analysis gewonnen werden, bereits Kenntniss hatte; es fehlte 
nar noch das Mittel, diese Einzelheiten unter einem Gesichtspunkt zu- 
sammenzufassen: eine gut gewählte, leicht verständliche Bezeichnungsweise« 
Eine solche verdanken wir Leibniz, welcher auf den glücklichen Gedan- 
ken kam , den wörtlichen Ausdruck in dem Cavalerischen Verfahren durch 
ein Zeichen, das Summenzeichen, darzustellen; das Differentialzeichen er- 
gab sich durch den Gegensatz gewissermassen von selbst. — 

Welcher Nutzen erwächst der Wissenschaft aus dieser historischen 
Entwickelung? — Es wird der Weg gezeigt, auf welchem die sichere Be- 
gründung des Fundaments der höheren Analysis naturgemäss zu suchen 
ist Man hatte zwar zur Zeit der Entdeckung des Algorithmus der hö- 
heren Analysis den Pfad nicht verloren — das lehrt deutlich die geschicht- 
liche Entwickelung — die Rückkehr zu der lauteren Quelle war aber mit 
XU vielen Schwierigkeiten verknüpft, welche dadurch noch um ein Erheb- 
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lidms w^qhgen » dasB der Begriff, welcher 2ur fiiohenteUutig des Prioei^ 
nfttbig war, aus eiazeloen geometrisebea ThDorenea herausgenoanneB, 
des HB ihm hafiendea Unweseoiliclieo entkleidet und ToUkonameB allge^ 
meia igefasst werden musste , so wie es das in der That stattneaswertiM 
Gd»$ude der höheren Analysis verlangt. Weder Leihoit^ noch N^ifvtoii 
haben etwas Qenftgendes in dieser HinBkht för ihre Sch^pfan^ getimU) 
ihre ffachfolger versiicbfeen aui mehrfandie Weise diesen Mangel zu er- 
setKMi I ohne jedoch den strengen Anrorderitnt[en der Wissenschaft gesea« 
Aber Befriedigendes au leisten. Erst in neuerer Zeü hat man erkaast, 
dass die Theorie der Gränzen das einzige dazu geeigaeCe Mittel darbietet, 
und hat die Wissenschaft darauf aalgebaut bidess sind noch mifiit alle 
Ansprüche zufrieden gestellt; namenilidi ist der Einwand erhoben worden» 
es sei diese Theorie su schwierig und eu dunkel, als dass sie voo An- 
flingem beim Studium der höheren Analysis klar und bestimmt gefasst 
wbrdea könnte« I>er Wissenschaft gegenübl^r verdient derselbe keiae wm- 
tere Berökeichijgmg ; eine sorgsamere , mehr tnethodisdie Bearbekong der 
LAre v^oa 4sli ^rSaaen, als ihr bisher zu TheU geworden isl> wird atich 
dtese KJüf^pe zu umsebiffen ulid die dnnkehi Wotkeh .fcu aeretreaen wiasen. 
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Die EntdeekoDg des Algorithmas der höheren Analysis dordi 

Leibnizt 



Um die Entdeckung des Algorithmus der höheren Analysis durch 
Leibniz in das rechte Licht zu setzen, ist es nöthig, einen Blick auf den 
gesammten mathematischen Bildungsgang Leibnizens zu werfen.*) 

Leibniz wurde durch logische Untersuchungen zum Studium der 
Mathematik geführt und fasste frühzeitig, von der Evidenz der Wissenschaft 
ergriffen, eine entschiedene Vorliebe für die mathematischen Disciplinen. 
Leider lag das Studium der Mathematik um die Mitte des 17. Jahrhunderts 
auf den Uniyersitäten Deutschlands so darnieder, dass er fast ohne alle 
Anleitung und Unterweisung die Elemente der Wissenschaft aus Büchern, 
wie sie der Zufall ihm in die Hände spielte, sich aneignen musste. So 
geschah es, dass Leibniz vor seinem Aufenthalt in Paris nur mit den An- 
fangen der Wissenschaft vertraut wurde und ihm die Entdeckungen und 
Erweiterungen, womit im Laufe des 17. Jahrhunderts die berühmten Geo- 
meter Frankreichs, Englands und Italiens die mathematischen Disciplinen 
bereichert hatten, grösstentheils unbekannt bUeben; dazu kam, dass er 
damals die Rechtswissenschaft und das Studium der Geschichte als seine 
Lebensaufgaben betrachtete und deshalb die Mathematik nur als eine Neben- 
beschäftigung trieb, ohne besondem Fleiss darauf zu verwenden. Trotz 
ihres geringen Umfangs wurden jedoch diese mathematischen Studien f&r 



) Vergl. meine Schrift: iit Entdeeknog der Bifferentialrech&ntig durch 
HiU« 1848. 
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Leibniz von der höchsten Bedeutung, insofern er stets die Verbindung der* 
selben mit logischen Untersuchungen fest im Auge behielt und dadurch 
eine besondere Uebung erlangte , Begriffe durch allgemeine Zeichen auszu- 
drücken. Seine erste mathematisch - philosophische Schrift: De arte c(m- 
hinatoria^ Ups. 1666, trägt namentlich diesen Charakter, und Leibniz 
selbst hat in der Zeit, als der Streit über den ersten Entdecker der Dif- 
ferentialrechnung entbrannte, wiederholt darauf hingewiesen. Ausserdem 
ist dieser erste Jugendversuch für die Würdigung von Leibnizens Leistun- 
gm auf 4^m Gebiet der matbematisehi^ iEUsci|linftn nicht iräder de4«9l> 
von Erheblichkeit, als sich schon darin die Methode ausgeprägt findet, auf 
der alle seine mathematischen Untersuchungen basirt sind, durch eine 
scharfe logische Auffassung die Lösung mathematischer Probleme zu be- 
wirken. 

Für Leibnizens ferneren mathematischen Bildungsgang ist sein Auf- 
enthalt in Paris, wohin er im März des Jahres 1672 abgmg, Epoche ma- 
chend. Leibniz kam hier zuerst mit Männern in Berührung, die vollkom- 
men auf der Höhe der Wissenschaft standen und zu ihrer Erweiterung 
selbst beigetragen hatten. Namentlich machte er die Bekanntschaft des 
berühmten Hugens, der auf Einladung Ludwig's XIY. seit 1666 als eise 
Hauptzierde der Akademie und höchste mathematische Autorität in Paris 
lebte. Es konnte nicht fehlen, dass derselbe sehr bald das ausserordent- 
liche Talent des jungen aufstrebenden Mannes erkannte, und es bildete sich 
fortan zwischen beiden das Verhältniss des Lehrers zum Schüler. Hugens 
gab damals (gerade sein ausgezeichnetes Werk: Horologium oscillatorium, 
heraus, und machte Leibniz ein Exemplar zum Geschenk. Hieraus ersah 
Leibniz 1 wie sehr er noch Laie in seiner Lieblingswissenschaft war; sein 
Eifer, das bisher Versäumte nachzuholen, entbrannte aufs höchste, h 
ihren vrissenschaftlichen Unterhaltungen kamen sie auf die Eigenschaften der 
Zahlen; vielleicht um das Talent seines neuen Schülers zu prüfen, legte 
ihm Hugens folgendes Problem vor: die Summe einer abnehmenden Reihe 
von Brüchen zu finden, deren Zähler sämmtlich = 1, deren Nenner die 
Triangularzahlen sind. Leibniz fand das richtige Resultat, dass nämlich die 
Smnme dieser Reihe = 2 ist. 

LaibnlsiM^ Uw«v)g mit Hug^Ofi und; em» mgtbews^Jis^tent Studio 
wurden jedoch bald durch eine Reise nach London la Janatt^ des^ Jduws 
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1473 «nteArooheB. Ebem^ mt ia Pam suchte <r Mich hier die ha* 
rtfUDteD Mkmet Eagbiub, die in der Hauptstadt tebten, k^aen m 
Ismail. Mit Oldetthurg, dem Secretär der Londoner Sofadit, aland 
er schon seit dem Jahre 1670 in Correspondenz. Bei dem €hiniiker 
Boyle tval er mit dem I^hematiker Pell zusammen. Das Gicsprädi kaooii 
auf die J^gensehaften der Zahlen und Leihniz erwlhnte, dass er eine Ha» 
ihade hesitae, Zahlreihen mk Hülfe ihrer Differenzen zu summiren. Als er 
ach nifer dariber aussprach, entgegnete ihm Pell, dass dieses VerfidiFen 
üsä schon in einem Buche Mouton^s: De dimmetris mjfparmtiiuf Stits 
tf Immm, finde. Leibniz hatte dieses Werk bisher nidit gekasmt; er bdi 
CS sich eilends Tion Oldenburg, durdittef es und fand zu seiner Qemig* 
tiia^ng, namentlkh um den Verdacht eines Plagiats von «eh ahauwehnoB, 
dass Mo« ton ai^f ahd^e Weise zu demselben Resultat gelangt war, und 
ä»8 seine Methode allganeiner seL*) — Durch Pell wurde lübniz 
floeh auf Mercator's LogaritkinotefAnia, aufinerksam gemadit, hifionr 
da» wegen der dsoin enthaltenen Quadratur der ^eidiseitigcn HypeiM, 
uid or nalun diese Schrift mit sich nach Paris. Nach seiner RAdcr 
kdbr begann er unter Hugens' Anleitung mit dem lebhafleste|i Eite du 
Stadium 4«r höheren Mathematik in ihrem ganzen Umfange von Beuent 
Die Qeeanetrie des Descartes, die er bisher nur se^if eherflidilidk 
kumte, die Synofwis ßeomeiriea des Honoratus Fahri, dfe Schnftsn 
des Gregorins a S. Vipcentlo, die Briete PascaTs über dieCydei^t 
leiren seine F4farer. In einem Manuscript vom August 167ä m{t der 
Seberscfarift: Methoius nova inneMügandi Tangentu linearum cmwanm 
tfs iatit explistOi», pd evntra Äfflicata$ 9x datit praducHs, radueliff, 
nmgmtiiuSf ferp$ndi€Hlmibu$ , $$em^ib^s, b^mnt Leibniz sogleich tni| 
dem Tersiudi, ein auf }ede Cufre anwendbares Ver&hren für die Be^tfl&T 
«mg dm« Tasgenti^ derselben zu finden.**) Er betraditet die Cum ata 



*) Siehe das Schreiben Leibuizeos an Oldenburg vom 3. Februar 1679. 
IieiliiiiieDfii «»eAwatiache Sf^ifti^n m. l. S, 94ff. 

**) Quodsi figura Geametrica non est , sagt Leibniz mit B^zug auf die 
fäalbaihiog der Cufveq, die Descartes fOr seine Tangenteamethede zu Grunde 
felegt bMt% ut €99UHt, nU iv/V*!, (niol«il|(«r enm od fiaxmelriotm etm^kmi^ 
/Sn^endo rectarum cum curtiwy v fftii^iia faeloa funi, «oImi «oltf aai« eeair 
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ein Polygon von un«u]lieh vielen Seiten und cosistnurt schon tder ias von 
ihm so^annte triangulum characteristicum zwischen einem unendlich- 
klemen Bogen der Curve, der Differenz der Ordinalen und Abscissen, das 
dem Dreieck zwischen Tangente, Subtangente und Ordinate des Berührungs- 
punktes ähnlich ist. Ebenso wie Descartes will nun Leibniz mittelst der 
Subtangente die Tangente finden; er bezeichnet die unendlich kleine Diffe- 
renz der Abscissen mit b^ und überzeugt sich an der Parabel, dass sdn 
Yer£sdu*en zu einem richtigen Resultat fuhrt, wenn die GHeder der Glei- 
dmng, in welcher die unendlichkleinen Grösse vorkommen, vernachlässigt 
w^den. lieber die Vernachlässigung dieser Glieder scheint jedoch Leibniz 
unsicher zu sein*), und er sucht auf einem andern Wege zur Bestimmung 
der Subtangente zu gelangen. Tota quaestio est, lauten seine eigenen 
Worte ) quamodo ex differetitiis duarum applicatarum ip$ae inveniri jue- 
üiU applieatat; er findet, dass die Lösung dieses Problems auf der Sum- 
mation einer Reihe beruht, deren Glieder aus den Differenzen der auf ein- 
ander folgenden Abscissen bestehen. Gegen Ende des Manuscripts kommt 
Ldbniz auf das umgekehrte Problem zu sprechen: Regressus^ sagt er, 
«» häberi possit a Tangeniibus aut aliis functionibus ad ordinatas^ quat- 
sHo est magna. Res est accuratissime investiganda, per Canones ae^- 
tianum, ut appareat quot modis aliquid produci possit ex aliis aequatto- 
nibus, et quaenam postea ex Ulis eligi debeat* Est quaedam ipsius Am- 
iyseos ÄnalysiSj sed in qua profecto consistit Apex scientiae humanae, in 
hoc quidem genere renim. — Zuletzt hat Leibniz folgendes Resultat ge- 
wonnen: Duae quaestionesj una de invenienda descriptione curvae ex ejus 
ehmentis^ altera de invenienda figura ex datis differentiis , altera redigi 
potest in eandem. Eine intelligi potest fere totam doctrinam de methoi/o 
tangentium inversa revocabilem videri ad quadraturas. Demnach ist Leib- 
niz bereits um die Mitte des Jahres 1673 zu der Erkenntniss gelangt, dass 
das directe und das sogenannte umgekehrte Tangentenproblem in einem 



paralionem; nee ideo minus Tangens sive Geomelrica sive ageomelru^a dutee- 
iuTy prout figurae natura paUlur, 

*) Seine Worte sind: Non est lulum, ipsius infiniU parvi b mulUflos 
(siel) ab initio rejicere, aitague, fieri enim potest ^ ut eorum cum aliis cm- 
pensatioM in alium plane statum veniat aeguatio% 
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genösAMi Züsammefthaiige stehen; c^ ahnt, dass das letztere sich auf Qua* 
dratiiren (d. h. auf Summaüooen) zurückführen lässt In einem Manuscript 
vom October 1674, überschrieben: Sehediasma de Methodo Tangentium 
invifia ad ciranlum applicata^ kommt er darüber zur Gewissheil; ajo, 
sagt er, ex Methodo Tangentium inversa sequi figurarum omnium qua^ 
iratura$9 atque ita seientiam de summis et quadraturis, quod ante a 
nemine ne speratum est quidem^ analytieam reddi fosse. 

Nachdem Leibniz also die Identität zwischen dem umgekehrten Tan- 
gentenproblem und der Quadratur der Curven erkannt, wandte er sich 
zur Untersuchung der Methoden, die man bisher zur Bewirkung von 
Quadraturen aufgestellt hatte, um vielleicht auf diesem Wege zu einer 
allgemeinen Lösung des umgekehrten Tangentenproblems zu gelangen« 
In einer sehr umfangreichen Abhandlung vom October 1674, überschrie- 
ben: Sehediasma de Serierum summis ^ et seriebus quadratridbus , be- 
trachtet Leibniz zunächst das damals gewöhnlichste Verfahren, durch Sum-- 
mation von Reihen Quadraturen zu erhalten. Er geht von der Reihe 

h b^ b^ b^ b^ 

n -rr- +—- T + -T — ....aus und findet folgende allgemeine 

12 3 4 5 

Regeln: ÄppellandOj sind seine Worte, ordinatas inconstantes x, abscis- 

SOS inconstantes y , abscissam b masimae ordinatae e, abscissam d mini- 

mae ordinatae h, fient regulae: 
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yu> = j: in deerescentibuSj nam in ascendentibus seu in crescentibus yw^^eb — J?. 

Variandae, fügt Leibniz hinzu, hae regulae nonnihil, prout series crescufU 

aut decrescnnt; item omitti poterit mentio minimae ordinatae, intelligendo 

eam semper esse ultimam; u? contra ubique inseri etiam potest, ubi ipsa^ 

mm w mentio est» Omnes series hactenus inventae per unam es his re- 

gulis habentur, exceptis seriebus potestatum, quae habentur per differen- 

tias exhaustas. In derselben Abhandlung erwähnt Leibniz folgende wahr- 

BC WL 
scheinlich schon früher gefundene allgemeine Lehrsätze: ^= = -^^ 

Miß o \f 
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V>f • 8- (Flgi. 8) eri$ BC ^ SW $m $mnma $m m iim BD 
BB ^-N WL 9eu swnmae owmium BD ai ba$m; 
autem omnium BD ad ba$in est ipnus maximal BD irnnt^ 
quadratum» Porr» manifestum est, summam srnmum 
Vfl esse ipswn marmam BD. -^ NAoMem Leibsk sich 
ferner »och fiberaeugl batte, dass die Metft^ Descar-^ 
tes', durch eine Hülfl»glei€lHing mit zwei j^icben Wiiiv 
zeln das umgekehrte Tangente&prablem alJgemeiii zu lö- 
sen, nicht ausreiche*), pröft er in einem Mannseript^), da« an 4ei 
Tagen 25. Octob., 26. Octob., 29. Octiab., 1. Novemb. 1A75 gesebriebca 
ist, die dbrigen Methoden zur Quadratur, und zwar zuerst die mitlelBC 
der Guldinschen Regel; er findet, dass das Princip derselben darin be« 
steht, dass wenn die Relation einer Figur rüeksiehtlich dreier unter ein- 
ander nicht parallelen Drehungsaxen gegeben ist, die FISehe aowobl als 
der Schwerpunkt derselben gefunden werden kann. Darauf erwähnl Leib- 
niz kurz die andern Methoden zur Quadratur: Zerlegung der Figur in 
iqjuadrirbare TheUe, Zuruckführung der Quadratur einer gegebenen Figur auf 
eine andere bereits bekannte , und führt alsdann den folgenden schon frfi- 
her gefundenen Satz an: Differentiamm momenta ex perpendiculari ad 
axem aequantur complemento summae terminorum, sive: Momenta Ter- 
minorum aequantur complemento summae summarum, oder in Zeichen: 
omn. xw PI ult. x omn. w — omn. omn, w. Pie« ist eine der ersten 
Gleichungen, in welcher Leibniz in der Fortsetzung dieser Untersuchung 
am 29. Octob. 1675 das Summen- oder Integralzeichen zur Anwendung 
bringt. — In dieser Fortsetzung bespricht Leibniz anfangs das Verfahren, 
zu einer analytisch gegebenen Figur eine Quacjratrix zu finden , d. h. die 
Quadratur einer gegebenen Curve auf eine andere bereits bekamild 91^ 
rückzufuhren. Im Verlauf der Untersuchang l^pjnmt ^ darauf, wie wo 
aieb bei der MulUplication solcher Ausdrud^e, wie mt^^^y im^*y au 
verbalteu habe. £r macht die Annahme — und d#a ktt wie t^ a$h#ipti 



*) In einem Manuscript vom Jan. 1675 sagt Leibniz: Ha tqn^emi in- 
ani spe inveniendi per duas radiees aequales serierum sumtnas et figurarum 
quadraturas sunt liberatus, rationemque deiexi cur sie ratiocinari non lieeat^ 
quQd me diu s«(t> vessßitil' 

**> Siehe Beilage II. 



itr Aagdpnskl dtr BvliwkaHg ««^ e\M%m soldien Amdruck , ivte amn. y, 
il& «DQ iiMiKHidikleine Linie auTzBfiitsen, and dsdorcb wird m ihm 
mAgüch» dergleiciMa AusdrAcke mit den Seiten des triangnium cfta>- 
fMBristimm in BeaiehMf zu setzen. So gewinnt Letbniz den Satz: 

— ^^T""^ n ^*'**** ^*'***' ' "~i wo { die Ordinate der Curve bezeichnet, 

nd atelk damit de« schon oben erwähnten : omn. afl p] a? • eettTl 
-^ «ein. ernn. I zusammen. Ohne sieb nun näher darllher ausznsprechen 
'^ offenbar aber um die Ausdrücke einfacher und übersichtliGber zu 
machen und um eine bestimmt hervortretende Bezeichnung zu haben -^ 
flttrt Leihiiiz das Smnmeo- oder Integraheichen ein, mit den Worten: 



Otik erU icribi / pro omn., ut 11 pro omn» I, id est summa ifsarum l 




\.9 Ut fl l 

UajuB fiet Y n fß--^ ^t /sl n » A — //^ und da er schon 
yerber efwitat hat, dass amn. l oder /{ eine jede beliebige Grdsse sein 
kenn , so findet er sogleich fs n "o"» 1^^ D ir» u>^^ y^tXkXi « und h 



Constante bezeichnen, / jt' fl T / '* ^^^ Recht ruft Leibniz eua: 
Satis haec nova et notabilia, cum novum genus calculi indui^antl Im 
Vorhergehenden hatte er bereits bemerkt: Si analgtice detur/l, dabitur 
Hkm l ; jetzt kommt er auf das Umgekehrte : DMtur l , reloHo ad m, 
juaeritur / L Quod fiet jam, setzt er mit wahrhaft schöpferischem 

Geiste hinzu, contrario calculo^ sdliceS si sit / ' Fl 9^» ponemus ' D ^' 




/' 



mmf€ut / äiugehit, ita d miuuu dilnmmotHB, / autmn mgnifUai sum- 



mam, d differentiam. Ex dato y semper invenitur ^ sive l sive diffe^ 
rwHa ipswum g. — 
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Dieses ^^ncvurn ealeuU genus,^*^ die neu gewoa&eiien Besultale iniiss- 
ten aul Leibniz einen tiefen, nachhaltigen Eindruck hiolerlassen , und es 
darf nicht befremden, dass er mit Hülfe dieser neuen Ergebnisse einen 
Versuch zur Lösung derjenigen Probleme machte, welche damais als die 
schwierigsten der ganzen Geometrie betrachtet wurden und zu deren Be- 
handlung keine Hälfsmittel vorhanden waren. Es waren dies die Pro- 
bleme, die gewöhnlich unter dem Namen des umgekehrten Tangenlea- 
problems zusammengefasst wurden. In einem Manuscript vom 11« Novem- 
ber 1675 mit der Aufschrift: Methodi tangentium inversae esempla*)» 
legt Leibniz sich zuerst das folgende Problem vor: diejenige Curve zu 
finden, in welcher die Theile der Axe zwisdien Ordinate und Normale 
eines Curvenpunktes den Ordinaten selbst reciprok proportional sind. Er 
findet, dass die gesuchte Curve die cubische Parabel ist. Ueberrascht 
durch das Resultat prüft Leibniz die Richtigkeit desselben rückwärts mit- 
telst' der Tangentenmethode de Sl uze's und überzeugt sich so, dass 
seine neue Bezeichnungsweise zu einem richtigen Ziele geführt hat. Mit 
dieser festen Basis geht Leibniz sogleich zu schwierigem Problemen über. 
Da ist es in der That bewunderungswürdig zu sehen, wie Leibniz ledig- 
lich mittelst der Fundamentalbeziehung zwischen Summe und Differeia 
die Lösungen herbeiführt und zugleich zu den einfachsten Lehrsätzen der 



Differential- und Integralrechnung gelangt, dass z. B. 



/ydy = ^, 



ydy = d^. Bei der Untersuchung des Problems : die Curve zu finden, bei 

welcher sich die Abschnitte der Axe. bis zu den Pusspunkten der Normalen 
wie die Ordinaten verhalten, lässt Leibniz die Abscissen x in arithmetischor 
Progression fortschreiten; er gewinnt dadurch die Vorstellung, dass ds 
eine Constante wird. Hierbei kommt er denn auch darauf — vielleicht durdi 
die Annahme der arithmetischen Progression geleitet — für die bisherige 

Bezeichnungsweise des Differentials -v die fortan übliche dx zu setzen. — 

ä 

Die ganze Untersuchung bleibt unberührt von der Frage, als was ßk 

Grössen und von welcher Beschaffenheit die ds und die dy zu betrachten 



*) Siehe Beilage IIL 
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« 

sind. *) Es koBmt Leibniz nur darauf an, zu erto*schen , welche Verftnde-^ 
rung mit eioem Ausdruck vorgeht, wenn derselbe einem der Zeichen 



"f 



oder i unterworren wird. Daher legt er sich' auch gegen das Ende der Un- 
tersuchung die Frage vor: Yiimium an dxdy idem sit quod dxy, et an 

j- idmn quod d—, und er überzeugt sich, dass dxdy etwas anderes ist 

als dxy^ und ebenso dass j- nicht mit d— gleiche Bedeutung hat. 

Dies ist die Entstehung der Bezeichnungsweise, welcher die höhere 
Analysis ihr Wachsthum und die staunenswerthe Vervollkommnung zu ver«- 
danken hat — und der 29. October 1675 der denkwürdige Tag, an dem 
sie ihren Ursprung nahm. Die Wichtigkeit der Sache erfordert, dass 
wir einen Augenblick verweilen, um diesen bedeutungsvollen Moment 
recht zu würdigen. — » Durch Keppler's kühne Anschauungen und durch 
die Meihodus indivisibiUum Cavaleri's waren Hfilfsmittel geschaffen 
worden > um Probleme aus der höheren Geometrie mit grösserer Leich- 
t^keit, ads bisher, zu behandeln; dazu hatte Wallis in der Ärithmetica 
infinitorum gezeigt, wie die durch Vieta und Descartes eingelührt« 
allgemenie Bezeichnung der räumlichen firösscn zur Untersuchung der 
Qtttidrattiräi und. Cnbaturen gtebräiidst werden könnte. Hierdurch war 
es gehlngeai, eiiiie Menge cinzehier. Resultate zu erzielen ^ üe gegenwärtig 
darich'die liöhere Analysis gewonnen werden; aber es fehtle ein gemein^ 
sMesfiand^ welche» sie alle ans ihrer Isolirtheit befreite und unter einem 
Gesicbtsponkt vereinigte« Dies bewirkte die naturgemässe^ so höchst 
glüdsBche Bezeiohnun j^weise y die wir Leibniz verdanken, mit einem 
Schlage. Von allen grossen Mathematikern der folgenden Zeit ist einstim- 
mig bekannt worden, dass der Leibnizische Algorithmus die überraschend 
scfanelleii Fortacfaritte in der Eifweiterung und Anwendung der höheren 
Analysis hervorgerufen und den Ausbau des wahrhaft grossartigen Gebäu- 



*) Dass Leibniz sie als gewöhnliche Grössen auffasst^ geht aus seiner 

so 
Bemerkung hervor: Idem est dx et -j^ id est differenlia inter duas x pro- 

«tmo«. 



Am bewirkt bai , das »i ^hftrsdbatöB und In Miiian «JsiiiriQdii TfceÜMi 
kennen zu lernen nur dem gelingt, in welchem eminentes Talent mit 
höchster Spannkraft und unermüdlicher Ausdauer Tereint sich findet. — 
Es ist nicht su verkennen, das« (ieibniz» durch seinen glAcUiohdO Genius 
geleitet, fast zufällig auf die Einführung des Algorithmus der höheren 
Analjsis kam; andrerseits darf aber auch nicht geläugnet werden, dass 
er, durch frühere Studien dazu ausgerüstet und das Gebiet der Wissen-!- 
Schaft überschauend, die Wichtigkeit der glucklichen Entdeckung , wenn 
auch nicht in ihrem ganzen Umfange, sogtetch erkannte und aufs ge- 
schickteste zu benutzen wusste. Das aber muas «in Jeder offen zuge- 
stehen, dass Leibniz bei der Eintübrung seines neiMtt AlgorMimfis dimdi^ 
aus selbstständig, ohne iiige«d welDhen Einflass von laiiflften her, irerliibr» 
eine unbefangene ^rachlung seiner Manuscripte ni^i^ dazu. AJUe IS9v«if- 
fei , jeder Verdacht eines f li^ts wird durch die hi«r zum ersten Mal m 
Zusammenhang yeröffentliehten Manuscripte beseitigt, und d» Capjlel, im 
welchem die Frage «ber den erfilen ;Entdecker der UHheren Jknalpabi bia* 
her erörtert wurde, verschwindet fortan aus der 'tiesolBicbte fler m^thme«' 
tischen Wissenschaftern. Der oiehr als iuuukrtjBihrage ^Streit liber dki. 
ersten Eetdecker der Dlffentialredumng ist zu Ende« 

Ebeosie hekundee Leibnizens IManuefiripte, welche invgrßssier ¥«dlr 
stendigkeit vorhanden sind^ aufe dentlichsle, dase er ohne aUc dhemdeii 
Winke». ledJ*gIicfc mit SEulle eeines Jieuen Algorittaius tifie iFasdiamentdb^tie 
dmr bÜ^Tfan Anelysis igefutiden und dorchaos eeUnliEitanliig'der (hohen Be^ 
deutaog aeMidr neuen Becbnung :nach und nach fsioh hewusel iboiideB ist. 
In einem Manuscript yom 2L Noyend»^ 1676 '^) kotmnt er bei der ihiter- 
swebung eines ProUems auf den.Ausdruok für d (tr^) innd serkenntiku ihm 
sofort ein allgemeines^ für alle Curven gii&i^ Theorem. Zugleich ^efiagt 
es ihm , aus einer Differentiaigteiehnng das leine Differential dir su cUnii- 
niren, so dass sie nur iy enthält, und bewirkt eo die iL&suag dos ^vor- 
gelegten Problems. Da ruft er aus: £ece 4legantisammm ffftotmen, fue 
problemata Methodi Tangentium inversae solvuntur aut saltem reducuntur 
ad Quadraturasl und fährt einige Zeilen nachher so (ovi : Quandornnque 



*) Dasselbe ist vollständig abgedmckt in: Die Entdeckung der Differen- 
Üakechnung durch Leibnizi Beilage UL 
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1« nrinonio rdiei4e (4L b. uoler dem DiflerefitialEetchen) «mtW incognium 
famulae tunt tuieg, %u inoogn^üa non conttMotur in irrationalüate am 
nminaiore, semfer iibsoluie söhn f^ttst frobkma, redueitwr mUm üd 
fmir^Mnam, fuue M in fotesuue; idem e$t in naminatoribm ei irra-* 
tionaUbus 8implicibu$> At in compositis casus evenire potest, ut ad gtea- 
draturam redeamus, quae non est in potestate. Sed quidquid sit, quan-- 
docunque problema ad quadrcOuram reduximus, semper describi potest 
curva quaesita motu Geometrico, qui exacte in potestats est, nee fnatma- 
lern Qurvam supponü^ Demaach hat Leibniz den Zusammenhang zwischen 
dem umgekehrten Tangenteoproblem und den Quadraturen, der ihm bis- 
her dunkel Torschwebte, deutlich erkannt und bereits einen guten Schritt 
vorwärts in der Behandlung Ton dergleichen Problemen gemacht. Hierauf 
deutet er offenbar hin, wenn er an Oldenburg schreibt (28. December 
1475): Sed et ad aliud Problema Geametficum, luutenus peue despar a- 
tum, nuper adüum reperi felieem. De ^pio pluribus loguar, tibt oiium 
erit äbsolvendu Haec vero omnin, setzt er hinzu, ubi ita in ordinem 
redefero mt mitti possint , mtiguiatim tibi spondeo. Ex quibus agnoscetis, 
credo, non tantum solutß a me Problemata, sed et nova methodo (jkoc 
enim ego unice aeßtimo) detseta aase. 

Nach Verlauf eines balhen Jahres ist Leibniz m der Erkenntnis ge- 
hl^, dass auch da» direote Xapg^teoprofolsm mittelst seiner neuen 
Re^hnu^g allgemein au^elöst werden : kann. In einem Mauuscripl vom 
26. Jun. 1676 , überschrieben : Nova Methodus Tangentium , beginnt er 
80: Ciröü Meihodum tangentium direttam pariter et umtftnam muitu 
pr^aeclata haheo, Cartesii methodus tangentium nititur 4uabus raäitfbug 
aequalibus, nee locum habet, nisi cum omnes quantitates indeterminatae 
calculum ingredientes explicabiles sunt per unam, nempe abscissam, At 
Vera methodus tangentium generalis est per differentias. Ut seilicet ordi-^ 
nvltmmn {directarum ^el convergeniimn) quaeratur differentia. ünde fit, 
ftt etiam quantieates alioqui ealeulo non subjeetae, subjieiuntur orfcufo 
tmgmtium, mado earum differmtiae sint cognitae. — 

Eine vorzügliche Gelegenheit bot das de B e a u n e * sehe Problem *), 



*) FloriniDnd de B^aane f^bfiite m des cifkigilen Yerehrefn von 
Descart es. Et tet äch btfindani dadttreh «insn Mneft 4a 4cr Gtssthichte 
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die Tragweite der neuen Rechnung zu prQfen und ihre SuperioritSt äbtr 
die bisher gebräuchlichen Methoden zu zeigen. Leibniz löste es ohne 
Schwierigkeit in kürzester Zeit. Zugleich wurde die Untersuchung dieses 
Problems Veranlassung zu einer Erweiterung des bisherigen Gebietes der 



'A- 



höheren Änalysis: Leibniz fand die Bedeutung von 

Dies ist im Allgemeinen der Umfang, welchen die höhere Analysis 
unter Leibnizens Händen während seines Aufenthalts in Paris gewonnen 
hatte. Wenn er auch noch nicht in ihr das wichtige Instrument er- 
kannte, das einen ungeheuren Umschwung in den gesammten mathema- 
tischen Disciplinen zu bewirken bestimmt war, so war er doch Ton der 
Vorzuglichkeit seiner neuen Rechnung Tor allen früheren Methoden über- 
zeugt; denn er hatte mit ihrer Hülfe die bis dahin ungelösten Probleme 
bewältigt, und er schrieb ahnungsvoll von Paris aus an Oldenburg (27. 
August 1676): Fateor tarnen nonäum me quic^id in hoc gmere dende- 
rari potest consecutum, quanquam maximi momtntx esse seiam. — Auf 
seiner Rückreise*) nach Deutschland verweilte Leibniz eine Woche in 
London, wo er die persönliche Bekanntschaft von C ollin s machte, der 
bisher in der Correspondenz zwischen Oldenburg und Leibniz der Rath- 
geber des erstem in Bezug auf mathematische Gegenstände gewesen war. 
Colli US hat in einem Briefe an Newton**) -Reclienschält über dieses 
Zusammensein mit Leibnis^ gegeben 3 zugleich enthält dieses Sehreiben ein 
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der Wissenschaft erworben , dass er zur ßat$tehung des sogenannten nmge« 
kehrten TangenteDproblems Veranlassung gab. De fieaune Legte nämlich im 
Jahre 1641 Descartes folgende Aufgabe vor: eine krumme Linie der Art zu 
finden ; dass die Ordinalen sich zur Subtangente verhalten, wie eine gegebene 
Linie zu demjenigen Stücke der Ordinate, welches zwischen der krummen 
Linie und einer unter einem gegebenen Winkel geneigten Linie enthalten ist« 
Die Lösung dieser Aufgabe überstieg die Kräfte der Methode des Descartes} 
indessen wusste er doch einige Eigenschaften der fraglichen krummen Linie 
nebst der Construction derselben anzugeben, ohne aber die Art und Weise, 
wie er dazu gelangt war, bekannt zu machen. — Leibnizens Lösung findet 
sich vollständig abgedruckt in: Die Entdeckung der Differentialrechnung durch 
Leibniz^ Beilage VI. 

*) Leibnizens Abreise von Paris erfolgte im October 1676. 

**) Leibniaisas mathematische Schriften » Bd« 1. S. 147 ff. 
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Bruchstfick eines Briefes, welchen Leibniz von Amsterdam aus, wohin er 
seinen Weg von London genommen , an Oldenburg 18/28. November 1676 
schrieb. Leibniz erwähnt darin, dass die Tangenlenmethode de Sl uze's 
noch nicht das Vollkommenste wäre, was sich in dieser Hinsicht errei- 
chen liesse, und setzt alsdann sein Verfahren ziemlich weitläufig ausein- 
ander, jedoch mit sorgfältiger Vermeidung jedes Algorithmus. Er ge- 
denkt auch seines Verkehrs mit Hudde, welcher die mathematischen 
Wissenschaften mit dem ausgezeichnetsten Erfolge trieb, aber manches 
neue Resultat unveröffentlicht in seinen Papieren liegen lassen musste, da 
ihm seine amtliche Stellung — er war einer der Burgermeister von Am- 
sterdam — keine hinreichende Müsse zur Durcharbeitung gewährte. Ohne 
Rückhalt theilte er jedoch Leibniz seine Untersuchungen mit und gestat- 
tete ihm Einsicht in seine Manuscripte. Unter andern bewies Hudde, 
dass er eine Tangentenmetbode besässe, deren Anwendbarkeit allgemeiner 
sei, als die de Sluze^s, und dass er sehr oft den Ausdruck für die 
Tangente und für Quadraturen sogleich hinschreiben könne, ohne zuvor 
Bruche und Wurzelzeichen wegschaffen zu müssen^). Es konnte nicht 
fehlen, dass Leibniz hierdurch veranlasst wurde, sein eigenes mittelst des 
neuen Algorithmus gewonnenes Verfahren zur Construction der Tangenten 
dazu in Parallele zu stellen. Das als Beilage iV. mitgetheilte Manuscript 
mit der Aufschrift: Calcultu tangmtium differentialis , ist höchst wahr- 
scheinlich dasjenige, welches er zu diesem Behuf entwarf, denn es trägt 
das Datum: Novembr. 1676, und ist mithin entweder zu Amsterdam oder 
aof der Reise geschrieben. Leibniz giebt darin zunächst eine Zusammen- 
stellung von den bisher gewonnenen Ergebnissen seiner neuen Rechnung, 
und bemerkt ausdrücklich, dass sie durchaus allgemein sind} alsdann ge- 
winnt er die Ueberzeugung, dass sein neues Verfahren zur Construc- 
tion der Tangenten nicht nur dasselbe leiste, als die Tangentenmetbode 
de Sl uze's, sondern auch auf mehr als zwei Veränderliche ausgedehnt 
werden könne, so dass er also im Stande sei, auch die Berührungsebenen 
krummer Flächen dadurch zu finden; besonders aber ständen weder 
Brüche noch irrationale Ausdrücke der unmittelbaren Anwendung dessel- 
ben durchaus nicht entgegen. — Leibniz gelangte gegen Ende des De- 



*) Siehe: Die Entdeckung der Differentialrechnung durch Leibniz, Beil.VU. 




eember 1676 in Hannover an. Es darf nicht befremden, dasft er atf 
längere Zeit, wie es scheint, die Differentialrechnnng ganz ans den Au- 
gen verlor; ein veränderter Wohnsitz, ein neues Amt, nahmen anderweitig 
seine Aufmerksamkeit in Anspruch. Erst um die Mitte des Jahres 1677 
kommt Leibniz in einem Antwortschreiben an Newton auf die DifTeren- 
tialredinung zurfick. Da er aus Newton's brieflieben Hittheilungen anneh- 
men musste, dasB derselbe ebenfalls eine eigenthämliche Tangentenmethode 
besässe, die vollkommener sei, als die de Sl uze's, so glaubte Leibniz 
eine nähere Mtttheilung dber sein Verfahren nicht zurückhalten zu dOrfen, 
und er spricht »ich hier über die Differentialrechnung und die mittelst der- 
selben gewonnene Bestimmung der Tangenten zum ersten Male umständlieh 
aus*). Ausserdem ist dieses Schreiben insofern nodi von Wichtigkeh, 
als Leibniz sich darin aber das gesammle Gebiet der höheren Analysis, 
so weit er es in seiner Gewalt hatte, verbreitet und die Probleme be- 
zeichnet, die noch zu lösen seien. Namentlich legt er auf die Behand- 
lung der sogenannten umgekehrten Tangentenprobleme ein besonderes 
Gewicht, vermeidet jedoch sorgfältig jede Andeutung über den Aigortth- 
mus der Integralrechnung, wodurch er die Lodnng mögUch machte. «^ 
Es scheint, als habe Leibniz zugleich mit dieser offenen Mittheilung der 
Differentialrechnung an Newton den Entschlnss gefasst, seine Entdeckung 
der gelehrten Welt bekannt zu machen. Unter seinen Papieren findet 
sich nämlich ein Manuscript vom 11. Juli 1677 mit der Aufschrift: Mt- 
thode generale pour tnejier les toucharUes des Lignet Courbes sans tale^A, 
et Sans reduction des quantitis irrationelles et rompues**), das zum Ab- 
druck bestimmt gewesen sein dürfte, da mehrere Ueberarbeitungen davon 
vorhanden sind. Es ist darin die Differentialrechnung in demselben Um- 
fange dargestellt, wie Leibniz sie sieben Jahre später im Jahre 1684 be- 
kannt gemacht hat. Aus welchem Grunde er damals die VerÖffentlichong 
wieder aufgab, darüber lassen sich nur Vermuthungen aufstellen. Ausser 
dem, dass Leibniz hierin der Gewohnheit seiner Zeit folgte, nach welcher 
die Mathematiker ihre neuen Methoden geheim hielten, um den möglich- 
sten Vortheil davon zu ziehen, lässt sich noch anführen, dass er vid- 



*) Leibnizens mathematische Schrift. Bd. 1. S. 154 ff. 
**) Siehe Beilage V. 
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lin^ht be{i^<^ete, dijurch die öffentliche Bekanatn^achuDg der Differential- 
reckiiiiig den Schleier, mit welchem er den Algorithmus der Integralrech- 
^pag sorgsam zu verbuUen $ich bemühte, ip etwas zu lüften; aber dies- 
GdÖDU^ss wölke er auf je<}e Weise bewahren, denn mit ihrer Hülfe hatte 
er bereifs Probleme gelost, welche die bisherigen Methoden nicht zu be* 
wlüg/En yermochten, und er ged^achte noch weiter auf diesem Gebiet zu 
den glänzoQ.dsjten {Intdeckungen zu gelangen und die ruhmreichsten Lor- 
bem zu pflüclj:en. 

Noch bleibt die Frage zu beantworten, warum endlich nach 7 Jahrep 
Leibniz sein Stillschweigen brach und in der ewig denkwürdigen Abband- 
hing: Nova methodm pro maoiimis et minimis itemque tangentibus, quae 
1^ fractas nee irrationales quantitate$ moratur, et singulare pro Ulis 
cali^di genus (Act. Erudit, Ups. an. 1684. mens. Octobr.) die Grund- 
frage der höheren Analysis bekannt machte, ohne jedoch die Gränzen zu 
öbeFse]^eil;en , welche er sich im Jahre 1677 gesteckt hatte. Derselbe 
^^B^pi, der über den ersten Entdecker der Differentialrechnung später ent- 

• 

bnMUite und ihm die letzten Lebensjahre verbitterte, drohte bereits auszu- 
brecb^, bevor noch irgend eine Kunde über die neue Rechnung in die 
Oefi(i^Uid^eit geljangtwar: Leibniz musste befürchten, dass sein getreuester 
Ff^W^l und Studiengenosse während seines Aufenthalts in Paris, der Frei- 
herr von Tschirnbaus*), ebenfalls Ansprüche auf die Entdeckung der 
hfli)ier^ Analysis machte. Diesem wollte Leibniz zuvorkommen, und er ent- 
seUkiss sich sein so laijge bewahrtes Geheinmiss nicht weiter zurückzu- 
J^ten. Um üb^r diesen Umstwd, dessen bisher noch nirgends gedacht 
ist, ein klares Licht zu verbreiten, ist es nöthig, auf das Verhältniss zwi- 
sckßß l^eibniz und Tschirnhaus mit einiger Ausführlichkeit näher ein- 
zugehen. 

Der Freiherr Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, um 5 
Jahre jünger als LeÄniz , hatte sich nach sorgföltiger Vorbildung, im Jahre 
\JlißSi Vißxik Holland begeben, um auf der Universität Leyden seine Studien 
zu yoliei;iden. Er verweilte daselbst bis ziim Jahre 1672, nahm auf einige 
j^t Kii€5gs#n$ste gegen die Franzosen, kehrte aber nach anderthalbjähriger 



*) So schreibt er selbst meistens seinen Namen, zuweilen auch 
Tschirnhauss. 

8» 
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Unterbrechung zu seinen Studien wieder zurück. Es ist nicht zu Terken- 
nen, dass sich für Tschimhaus auf der Universität Leyden eine weit gün- 
stigere Gelegenheit darbot, mit den mathematischen Discipiinen in ihrem 
ganzen Umfange bekannt zu werden, als für Ldbniz auf den Universitäten 
Leipzig und Jena; während hier kaum die Elemente Euklid's gelehrt 
wurden, lebten und lehrten in Holland die Schuler von Descartes. h 
die Cartesianische Geometrie, die Leibniz vom Jahre 1673 ab in Paris 
durch eigene Anstrengung sich zu eigen machen musste, wurde Tschim- 
haus bereits 5 Jahre früher auf das gründlichste eingeweiht. So ausge- 
rüstet trat er in seinem 24. Jahre eine grosse wissenschaftliche Reise an. 
Er ging zunächst nach England und machte daselbst die Bekanntschaft von 
Wallis, Newton, Collins, Oldenburg. Hier fand er bereits die 
Grundzüge zu seiner Auflösung der Gleichungen, welche er später im Jahre 
1683 in den Actis Erudit. Lips. veröffentUchte. Von Oldenburg mit 
Empfehlungen an Leibniz versehen, wandte sich Tschirnhaus im Sep- 
tember 1675*) nach Paris; er wurde sehr bald mit Leibniz auf das in- 
nigste befreundet, denn beide verband dieselbe YorUebe fiir die mathema- 
tischen Wissenschaften. Qkod Tschirnhausinm ad nos misisttj schreibt 
Leibniz am 28. December 1675 an Oldenburg, fecisti pro amico; multm 
enim ejus consuetudine delector, et ingenium agnosco in Juvene praeclth 
rum magna promittens , inventa mihi ostendit non pauca, Änalytica 9t 
Geometricay sane perelegantia. Unde fädle judico, quid ab eo ex- 
pectari possit. — Die Leibnizischen Hanuscripte aus der zweiten Hälfte 
des Jahres 1675 tragen zahlreiche Spuren von den gemeinschaftlichen Sta- 
dien beider. Es finden sich von Tschirnhaus' Hand, welche von der 
Leibnizens sehr deutUch zu unterscheiden ist, Figuren gezeichnet, danehen 
sind algebraische Operationen ausgeführt, aber es fehlt meistens jede wei- 
tere Notiz über die Bedeutung der Zeichen, und somit lässt sich über das 
Wesen dieser gemeinsamen Studien kein bestimmtes Urtheil fallen. 

Tschirnhaus verliess im November 1676 Paris, um wenige Wo- 
chen später, nachdem Leibniz nach Deutschland zurückgekehrt war. Er 
ging durch Frankreich nach Italien, verweilte längere Zeit in Rom und be- 



*) Oldenburg's Schreiben an Leibniz vom 30. September 1675. Leib« 
nizens mathematische Schriften Bd. 1. S. 82« 
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suchte Ton hier aus Sicilien und Malta. Von Rom schrieb er seinen ersten 
Brief an Leibniz*); er meldet ihm, dass er ein Verfahren gefunden habe, 
mittelst dessen alle Curven quadrbt werden könnten und zwar mit grös- 
serer Leichtigkeit, als durch die bisher bekannten Methoden. In einem 
spätem Schreiben setzt Tschimhaus hinzu, dass nach seinem Dafürhalten 
diese seine Methode leichter zu fassen sei und der üblichen mathematischen 
Ausdrucksweise näher stehe, als Leibnizens Verfahren, die Quadraturen 
durch Summationen (d.h. durch Integralrechnung) zu finden; novitatem 
in definttionibus voeum, fahrt er fort, quantum possum effugio, hoe 
mim nihil aliud est quam scientias dif fidles reddere] weiterhin spricht er 
sogar, offenbar mit Bezug auf die von Leibniz eingeführten Summenzeichen, 
von: monstra characterum. Da Leibniz die Neuheit seiner Methode nicht 
anerkennen will, so vergleicht Tschirnhaus, in gereizter Stimmung 
darüber, die neue Rechnung Leibnizens mit Bar row's Methode, durch wel- 
che dieselben Resultate gewonnen würden, ohne besondere Zeichen. — Diese 
von Tschirnhaus aufgestellte Methode zur Quadratur der Curven fallt jedoch 
principiell mit der Methode Cav'aleri's oder vielmehr mit der modifichrten 
des Gregor ins a S. Vincentio zusammen; nur darin scheint Tschim- 
haus einen Schritt weiter gegangen zu sein, dass er die von Descartes 
eingeführte Betrachtungsweise zur Erforschung der Eigenschaften der Cur- 
ven, auch auf die Bestimmung der Quadratur und Cubatur zur Anwendung 
brachte; ähnlich wie Fermat in seiner Methodus de maximis et minimis 
bedient er sich einer unendlichkleinen Grösse, die er mit bezeichnet. — 
Dagegen bemerkt Leibniz mit Recht, dass Tschirnhaus' Methode ebenso 
wie alle übrigen, nicht allgemein, vielmehr des mangelnden Algorithmus 
wegen (ealculi defectu) unvollkommen wären; hahent enim, setzt er hinzu, 
aliquid a easu. Ego methodum per differentias habeo pro perfectissima, 
ejus enim ope omnes curvas quadrabiles in Tabula exhiberi posse certum 
et demonstrabile est, quod me Tibi alias dicere memini, Leibniz ist auf 
das vollkommenste übei*zeugt, dass seine Methode vor allen andern wegen 



*) Im Jahre 1851 wurde die Correspondenz zwischen Leibniz und 
Tschirnhaus, nachdem sie längere Zeit nicht aufgefunden werden konnte, auf 
der Königlichen Bibliothek zu Hannover wieder entdeckt und von Seiten des 
Vorstandes selbiger Bibliothek mit der ausgezeichnetsten Liberalitit zu meiner 
Disposition gestellt« 
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A^t tdn fhtA eiägefilbrt««! B^zeichnangsi^f^eise dea Vorzttg verdiese ; er s^#eib 
Ende Hai 1678 an Ti^chirnhaus : Ego non hune iantum , sed ti infimHUi 
tHos modos habeo obtinendi aequatione$ Mragonistieas fer ealt^hm, 
mjm i$tae a Te fropositat $uru casus tantum; ealcuhtm avleati Amte 
txeqnor per nova quaedam signä mirae eommoiitatts. In »ignik ipedMdä 
est eommoditas ad inveniendum , quae maxifna eift^ qwli^s rei itn^urmn 
ffitimam paucis exprimunt et ttlvi pingunt, ita etitm mirifiee inrndtmiMr 
eo§itandi lahor. Tälia Dero sunt signa, a me in caleulo aeptattüfwM 
tetragöntstiearum adhibita, quibus problmata saepv diffidUiina puutth 
lineis solvo. — Est mihi pro methodo tängentinm inveria et methoio 
Mragonistica calculus idem, eadem Signa. De Ms omiäius i^ jam ^Um 
Tibi loqui memini, sed parum attendenti. *— 

Hieraus erhellt, dass Tschirnhaus auf das umfassendste und tiefste 
in Leibnizens Entdeckung eingeweiht war. Durch die fortgesetzte Corr<)- 
spondenz sowohl, als durch wiederholte mundliche Bespreohübgen , die 
z\iiriscfaen beiden stattfanden, wenn Tschirnhails auf sdneti Reisen naeh 
Paris bei Leibniz in Hannover einkehrte, blieben beide Frednde Juber 
Ihre gegenseitigen Studien fortwährend unterrichtet. Bei salcbena lonigeo 
TerhSltnlss konnte es nicht fehlen, dass wenn der eide feine neue Mete 
äusserte, der andere sie aufgriff, sie weiter ausspann und nun für sein 
Eigenthum hielt, obwohl sie ihm ursprfinglich nicht angehörte. EßtstaD- 
den Differenzen ober streitige Punkte, so wurdeb sie s^r bald wiedi^ 
ansg^glichtfh, so lange sich Tschirnhaus auf Reisen befand; dies änderle 
sich jedoch, als der letztere selbst als Schriftsteller auftrat und in d^ 
Actis Erudit. Ups. seine Studien zu veröffentlichen begann. Leibniz Uess 
iin Jahffe 1684 die Abhandlung: De dimensionibus FigUrärütn invltnienüst 
drucken; Tschirnhaus glaubte auf das darin entwickelte Verfahren eben- 
falls Allsprüche zu haben und übersandte an den Redacteur Meacken 
eine Schrift zur Aufnahme in die Zeitschrift, in welcher er gegen Leibniz 
seihe Rechte geltend machte. Mit Mühe konilte «ein Srgerlieher PrJoriUütii- 
streit im Entstehen unterdrückt werden. Ein Gleiches durfte Leibniz für 
seine neue Rechnung befürchten ; ' er beschloss daher mit der Bekannt- 
machung nicht länger zu zögern. 

Unter solchen Verhältnissen trat eine der>gros8artig8lenScb<lpfuiigen 
der neueren Zeit an das Licht der Oeffentlichkeit. Noch überiegteriittibaU} 



^ 
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e|> er sejo g^e^ G^iipnlss enU^lleD , die Einriebt io das Pruicip stA- 
Ber iieu9P Rechnung gestatten > den Zugang zur Integralrechnung, den ^r 
bi&bi^r so sorgsam verwahrt, erschlißssen i oder ob er nur zu ein^r tbeil- 
weisen Bekanntmachung achreiten und nur so viel mittheilen sollte» dass 
nüthigenralls die Priorität der Entdeckung ihm gesichert blieb. Er wählte 
dji3 Letztere. Wie wir oben gesehen haben , beabsichtigte JLeibniz bereits 
im Jahre 1677 zugleich mit der allgemeinen Auflösung des Tangenten- 
problems die Grundzuge der Differentialrechnung öffentliph mitzutheilen. 
Diesen Plan konnte er jetzt wieder aufnehmen» denn die allgemeine Lö* 
siuig jenes Problems war noch immer nicht gegeben. Leibnizens Abhand- 
laog, welche der Ausgangspunkt zu einer totalen Umwälzung auf dem Ge- 
bH der n>a thematischen Pisciplinen werden sollte , erschien in den Actis 
Erudit» Lips* an. 1684. mens* Octobr. In üehereinstimmung mit d^r 
hier entwickelten Lage der Sache macht sie den Eindruck , dass Leihniz 
(Ins reiche Material, welches ihm zu Gebote stand, geflissentlich zusam- 
mendrängt und dadurch eine gewisse Undurchsichtigkeit zu schaffen weiss, 
^fii^ j^as Verständniss der neuen Lehre nothwendig erschweren n;ii^^t^* 
Namentlich wird jene Ursprünglichkeit in der Darstellung vermisst, ^.elcbß 
eine jede ohne Rückhalt mitgetheilte neue Entdeckung begleitet und die 
Einsicht in dieselbe Wiesenüich fördert. Zwar giebt Leibniz darin die 
Grondzüge der Differentialrechnung zugleich mit einer Anweisung, wie die 
letztere zur Behandlung geometrischer Probleme angewandt werden kOnne } 
dagegen vermeidet er auf das sorgfälligste jede Erwähnung der Integral- 
recboung und nur am Schluss der Abhaudlung findet sich eine sehr un- 
besUm.i9te Andeutung*), dass er noch einen kostbaren Schatz verwahre» 
za dem er den Zutritt noch nicht gestatten will. Hieraus entstand spiter 
för Leibniz der Nachtheil, dass Johann Bern oulli die Entdeckung der 
btegralrechnung für sich in Anspruch nahm ; um einen Streit zu vermei- 
den, einigten sich beide dahin, dass die von Job. Bernoulli vorge- 
schlagene Benennung ,,calculus integralis*^ als die allein gültige anzuer- 
kennen, dagegen aber das von Leibniz eingeführte Summen- oder Inte- 

*) Et haee quidem initia sunt tantum Geometriae cujusdam multo $uh^ 
limiorU , ad diffUillima et pulcherrima quaeque Miam mistae Matheseos pro- 
Jflemata pertingentis y quae sine calculo nostro differentiali aut simili non 
temere quisquam pari facilitate tractahit. 
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gralzeichea an die Stelle des BernouUischen I allgemein zu gebrauchen 
sei. — Desgleichen ist auch die Stelle, in welcher Leibniz über das 
Princip seiner neuen Rechnung sich ausspricht*), so dunkel gefasst, dass 
sogar die Meinung entstanden ist, als habe er selbst über das Fundament 
der höheren Analysis keine deutliche Vorstellung gehabt. Um diese irrige 
Ansicht zurückzuweisen und um zugleich einen Ueberblick zu gewinnen 
über den Umfang, in welchem Leibniz die Grundzüge der höheren Ana- 
lysis um diese Zeit hätle mittheilen können, genügt die Betrachtung der 
als Beilage VI. abgedruckten Abhandlung, die offenbar ebenfalls zum Be- 
huf der Bekanntmachung der. neuen Rechnung entworfen ist. Schon aus 
der Aufschrift derselben : Elementa calculi novi pro differentiis et Sum- 
mis, tangeniibus et quadrattiris , maximis et minimis, diwensionibus It- 
nearum, super ficierumj solidorum, aliisque communem calculum transcen- 
dentihus, erhellt, dass Leibniz hier unverholen und ohne Ruckhalt sein 
ganzes Geheimniss eröffnen will, und Niemand wird läugnen, dass wenn 
Leibniz die Grundzüge der höheren Analysis in dieser Fassung zuerst be- 
kannt gemacht hätte, mancher Zweifel über die Zuverlässigkeit ihres Prin- 
cips nicht entstanden wäre. 



*) Excognilo hoc velut Algoritkmo^ ul üa dicam, ealeuli hujus, pie» 
voeo differenlialem , omnes aliae aequaliones differentiales inveniri pauutU 
per calculum communem, maxiwaeque el mfntmae, ilemque tangentes häberi, 
ila ut opus non sit iolli fraclas aut irrationales aul alia vincula, quod ta- 
rnen faciendum fuit secundum Melhodos hactenus editas. Demonstratio om- 
nium facilis erü in his rebus versalo, et hoc unum haclenus non satis eX' 
pensum consideranti , ipsas dx, dy^ dv, dw, d«, ut ipsarum x, y, t), to, x 
(cujusqw in sua serie) differenliis sive incrementis, vel decremeniis momen- 
taneis proportionales haberi posse. 



Die Entdeckung 



der Fluxlonsreolinang 



darch Newton* 



9k £Bt4eekiiDg der FhixioirspechiiaDg äHreb Newton.'^ 



Das überaus reiche und vollständige Material, welches in Bezug auf* 
die Entdeckung des Algorithmus der höheren Änalysis durch Leibniz zu 
Gebote steht, fehlt in Betreff der Fluxionsrechnung ; es lasst sich deshalb 
weder die Art und Weise, noch die Zeit der Entstehung derselbe^ mit 
Sicherheit angeben« Newton selbst hat nur wenig darüber bekannt ge- 
macht, und der grösste Theil seiner nachgelassenen Hanuscripte liegt, 
seitdem er durch Erbschaft Eigenthum einer Familie geworden ist, noch 
unberührt in deren Privatbibliothek (Brewster S. 290). 

Es wird berichtet^ dass Newton in den ersten Jahren seines Aufent- 
halts auf der Universität Cambridge meistens sich selbst überlassen , in 
dem Studium der Mathematik seinen eigenen Weg gegangen sei. Dem- 
nach ist es leicht erklärlich , dass er zu den Werken griff, welche damals 
in der mathematischen Literatur die 'altgemeine Aufmerksamkeit auf sich 
.zogen: zur Geometrie dOB DescaPtes und >2u Wallis* ä¥t(htMfUM ^m^ 
finitorum (Brewster S. 11)* Erst in Isaac Barrow, der im Jahre 1663 
die Professur der Mathematik übernahm, gewann er einen Ratbgeber und 
Freund; denn dass dieser einen bedeutenden Einfiluss auf Newton's Stu- 
dien gehabt haben muss, erhellt besonders daraus, dass auch Newton auf 
dieselben mathematischen Discjplinen, mit welchen Barrow sich vorziigs- 



■^■M>4b««Mi 



*) Als Quellen sind benutzt worden: Neuton. op. ed. BürHey; -Neu" 
Mm. ^ ^puscul. .ed, CaslUU^n.: ^wton!s Üben von Ure^sUr, deatsoh von 
Brandes und G o 1 d b e r |; tiewlotks i^orrej^mdence m$h C^H^ , hy,Mdle$ion. 
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weise beschäftigte, sein Augenmerk richtete. — Barrow war, wie be- 
reits bemerkt worden ist, ein grosser Lobredner der Methode Cavaleri's; 
in den Vorlesungen, die er im Jahre 1665 hielt, nennt er sie „ntcn- 
quam satis laudata^ foecundissima novorum in Geometria repertorum 
mater.^^*) Durch ihn also wurde Newton in dem Studium der Ärithme" 
tica infinitorum, in welcher die Cavalerische Methode zur Anwendung 
kommt, bestärkt und ermuntert auf dem von Wallis eingeschlagenen 
Wege fortzuschreiten. Es ist schon hervorgehoben worden, dass durch 
Wallis die Lehre von den Beihen Selbstständigkeit erlangte, so wie auch 
dass er namentlich darauf hinarbeitete, möglichst allgemeine Besultate zu 
erzielen. Nachdem er die. Quadraturen RoberyaTs und Fermat's 
verallgemeinert, hatte er sich zur Untersuchung derjenigen Curven ge- 
wandt, deren Ordinaten durch eine ganze Potenz eines zweitheiligen Aus- 
drucks von der Form aa + xx dargestellt werden, und halte vermittelst 
Interpolation einen Ausdruck für die Fläche des Kreises, dessen Ordinate 
= (aa — xsp , gewonnen. Hier knöpfte Newton an ; er bemerkte, dass 
wenn die Ordinate eine Curve durch einen zweitheiligen Ausdruck von 

der Form (1 — jtjt)®, (1 — ss)\ (1 — ss)^ ausgedrückt wird, die 

Fläche der Curve [beziehungsweise gleich jt, s — |.r*, s — |j?* + iJr*, 
s — f JF* + -^JF* — ^s"^ .... ist. Da in diesen Ausdrücken das erste 
Glied constant = o;, die zweiten Glieder ^o?', |a?', fo;^, |a?^ .... eine 
arithmetische Progression bilden, so schloss Newton, dass die beiden 
ersten Glieder der Ausdrücke für den Flächeninhalt der Curven, [deren 
Ordinaten beziehungsweise durch (l — xxpj (1 — xjrp, (1 — Jtj?)».... 

ausgedrückt werden, von der Form s — ^ , s — —-^ s — ~— .. • • • , 

sein müssten. Das Gesetz , nach welchem in diesen Ausdrücken die Nen- 
ner fortschreiten, ist offenbar; Newton forschte deshalb nach der Abhän- 
gigkeit der Zähler von einander, und fand eine Reihe für den Inhalt eines 
Kreissegments. Dies Alles erzählt Newton ausfuhrlich in seinem zweiten 
Schreiben an Leibniz vom 24. October 1676 (Leibnizens mathematische 
Schriften, Bd. L S. 122 ff.) und setzt hinzu: Hie fuit frimus mens in-- 



*) /. Barrow Leclianes häbitae in scholis puhlids Academiae CaniäM' 
gientis an. 1664, 1665, 1666 $te. Londin. 1684. 
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gre8$u8 in has meiitaiiones : qui e memoria sane exdierat, nisi 0€ul$$ 
in adversaria quaedam ante paucas septimanas retulisiem. — Es sind 
dies zugleich die ersten Schritte zur Entdeckung des binomischen Lehr- 
satzes. 

1 ÜL 

Da Newton a ='~i und a" =^fl*» setzte, so gewann er durch die- 
ses erste Ergebniss semer Studien ein Verfahren zur Wurzelausziehung. 
Er bemerkt jedoch, dass er. diese Methode zur Wurzelausziehung sowohl, 
als die Entwickelung eines Quotienten in eine Reihe mittelst Interpolation 
aufgegeben, nachdem er das noch jetzt gebräuchUche Verfahren zum Aus* 
ziehen einer Quadratwurzel entdeckt und einen Quotienten durch unmittel- 
bare Division in eine Reihe dargestellt. 

Die Methoden, welche bisher in Newton's Gewalt waren, reichten aus« 
die Quadratur einer Curve zu bewirken, wenn die Ordinate als eine expli- 
eite Function der Abscisse sich darstellt; es blieb demnach die Lösung 
dieses Problems für den Fall noch übrig, dass die Ordinate unter der 
Form einer impUciten Function gegeben ist Deshalb richtete Newton 
zunächst seine Aufmerksamkeit auf die Auflösung der Gleichungen; es ge- 
lang ihm das nach ihm benannte Verfahren zu entdecken, nach welchem 
die Wurzel einer Gleichung ebenfalls durch eine unendUche Reihe gefunden 
wird. Der innige Zusammenhang, in dem das bisher Angeführte zu ein- 
ander steht, ist nicht zu verkennen. 

Durch diese Reihenentwicklungen indess wurde Newton gewiss nicht 
auf das Princip der Fluxionen geführt, denn durch sie wird das auf eine 
andere umstandUchere Weise gewonnen, was die höhere Analysis direct mit 
einem Schlage bewirkt. Wir haben jedoch diese arithmetischen Unter- 
sachungen deshalb hier ausfuhrUch mitgetheilt, um zu zeigen, wie dieser 
eminente Geist das von seinen Vorgängern Begonnene streng im Zusammen- 
hange weiter zu fahren verstand. — 

Es konnte Newton nicht entgehen, dass die Probleme der Quadratur, 
Rectification, Cubatur u. s. w. in einem gewissen Zusammenhang ständen 
und dass demnach ihre Lösung ebenfalls durch ein gemeinsames, immer 
anwendbares Mittel mögUchst allgemein bewerkstelligt werden müsste. Er 
begriff, dass, um dieses Mittel zu finden, auf den Ursprung der bisher 
dazu gebrauchten Ver&hrungsweisen zurückzugehen sei , um zu erforschen, 
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ob durch eine VertHgemeinenmg des Prificipe eine attgemeine. ]ü|etbA4e 
gesehafien werden könnte. So m^gste er Qothwendig loif daa ursprdugli^ 
€a?a)eri6che VerMren, 9k die Queue aller übrigen, zurilckge^ahrt wec-? 
den. Cavaleri hatte die räumlichen Grössen durch Bewegung ent^l^^ 
lassen, und diejenige Grösse, durch deren Bewegung eine andere entsteht, 
benutzt, um die Eigenschaften der zweiten zu entdecken. Diese Gavale- 
rieche Weise wurde durch Isaac Barrow insofern TervoUkoiwmßt, ai» fl^ 
letstere ausser der Bewegung noch die Zeit, und die fie&cbwiodi^eit b^ 
der Erzeugung räiunlicher Grössen in Betraipht zog. Indem Bw^ow 4ia 
Gontinuität Tcuraussetzt, dienen ihm die folgenden Ariätoteliach^n Be^tiii^- 
mungen als Grundlage: Cum qmdfuid momtur ab aUo termim ai qU- 
quem terminum promoveatnr et omnis magnitudo cantinua ^t, m^gfißtu^i" 
mm eatmus eomeqw'tur motus. Oh magnitudinis quifpe eouttwitatem- 
continuus est motus, et propter motum tempus quoque emtirnrnm esf^ 
Quantus enim exHtü motus, tatitum quoque tempus petfetuo PidfiiW ^J-r 
fluxisse* Prius mitem et posterius apatio primiius imnnt, esa dipßr4§ 
partium ejus positione: cumque magnitudiui insit purlium ofiü, miW4 
quoque necessario inerü, analogice respendem iW* QuinMüm tu tw^" 
pore reperitur prius et posterius, quia semper eontm alterum aU^ ^ßeir 
sequens est. — Magnitudinem sestatur metus, motua vero temp¥S^ qus^ 
tenus haec qußnta sunt et continMa et divisihilia. Qßia jam m^gniJtmiß 
talis est, ideo taliter affectus est motus et propter matum tjmpus,*} P^^, 
durch dass Barrow den innigen Zusammenhang, der zwischen GfQ9^, Be- 
wegung und Zeit stattfindet, festhielt, gelang es ihm, aus der Cftvidj^i^c^Q 
Mfethode das mit der strengen Wissenschaft Unvereüibare zu entfernen nßi 
auf eine andere Weise Aesk Connex zwischen den räumüchen Grössen fe^jt* 
zustellen. Njoh existimo — ^ heisst es an einer andern Stelle in sww Vor- 
lesungen aus dem Jahre 1665 — superficies, lineas out pumtü sef^r^ii^m 
quandam existentiam aut proprium ex se ipsis effieamam possidore» p^ 
aiiter a solida magnipudine quam xav iulvoiav distmgui; sed unicam 
potius arhitror ex paarte rei magnitudinem dort, quoie prout in Paria» 
partes extendi, di^p'simode partiri, differ^ntes spissifyidinit, Uuitudinis nt 
UngiPudifUs camiderafiones induere nel subir^ potesi^ causam val 



^) Au» dien oben mgefthrten Yorlesungei^ de» iaiir«s VSAk. 
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monem inppeiifat idtmeam rationi nBsirtte diit^eti^nem iMam majnt^ 
tudinia Vh tres fitari ipteiet kuie teimtiM ftrfMm %tHem et äceomm^ 
datam temminiHenit. 

Wir surfen wohl annehmen, dass Newton, als BarroVs Schöler und 
FVeimd, firtifazehig mit dergleiehen Anfiassungen yertraut wurde. Es koimte 
ihm nitht entgehen, dtss die Bewegung s^st ein TorzQgliches Hktel zur 
ErforsehuDg der EigensdiaAen der duri^ sie b«ryorgd>rachten räuflrikhen 
Grössen darbietet; Cavaleri hatte darauf seine Methode gegründet, Bwrrow 
eme neue Tangentemneätode mittelst derselben aufgestellt. Daher darf es 
nidit befremden, dass Newton bereits beim Beginn seiner mathematis<4ien 
Stttfien auf die Erforschung der Bewegungsgesetze sein Augenmerk rich- 
tete.*) fedem er diesen Geg^stand in seinem ganzen Umfonge mit jugend- 
licher Energie erfasste, mussten sdnem durchdringenden Scharfsinn noth* 
wendig die beiden folgenden Fundamentalprobleme entgegentreten: Wemi 
eine durch eine Bewegung beschriebene Raumgrösse für jeden Zeitmoment 
der Bewegung gegeben ist, die Geschwindigkeit der Bewegung in irgend 
einem iZeitmoment zu finden, und umgekehrt: Wenn die Geschwindigkeit 
der Bewegung in jedem Zeitmoment gegeben ist, die durch die Bewegung 
in einer bestimmten Zeit beschriebene Raumgrösse zu ermitteb. Da Bar- 
row auf Bewegung, Geschwindigkeit und Zeit seine Tangentenmethode ba- 
sirt hatte, so lag für Newton die Versuchung nahe, die Lösung dieser all- 
gemeinen Probleme zunächst in Bezug auf Curven zu bewirken. Er wurde 
demnach auf jenes Dreieck geführt, dessen Seiten ein Currenstück (oder 
die damit zusammenfallende Tangente) die Abscisse und die Ordinate sind. 
Gleichwie Barrow nahm Newton an, dass während ein Punkt das Curven- 
stück y mit irgend einer Geschwindigkeit beschreibt, ein anderer die Ab- 
scisse X durchläuft, und zwar in einer Zeiteinheit, die durch die Ordinate 
dargest^ wird, und es entstand nun die Frage, in welchem V«rhältniss 
stehen die Geschwindigkeiten beider Bewegungen zu einander und wie Jdast 
sich aus dem Verbättniss der Geschwindigkeiten auf die ducdi die Bewe- 
{[UDg «itstand^ian Grössen schüessen. Newton hatte hievbei den glück- 
lichen Gedanken, durch dieselben Buchstaben, welche die räumlichen Grös- 



*) "Vetgl. die lenerkungen Newtonfs su Ltiteizcas Arief vam •• Aftril 
1716. Leih. op. mn* ei. Ihtlene. T<nn.UL p.480. 
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den y und x ausdrücken, auch Ibeziehungsweise deren Geschwindigkeit zu 
.bezeidmen,.für den letztem Fall versah er sie, um Verwechselungen zu ver- 
meiden, mit einem Punkt Um nun das Yerhältniss der Geschwindigkeiten 
y, a; zu erforschen, ging Newton davon aus, dass die unendUchkleinen 
Incremente*) von y und a;, die er mit o bezeichnete, den Geschwindig- 
keiten, durch welche sie beschrieben werden, proportional sind; es wird 
mithin, wenn in irgend einem Zeitmoment s vmso wächst, in demsdb^ 
Zeitmoment y um go zunehmen. Dieses Ergebniss wurde das Fundament 
der neuen Rechnung; Newton setzte nun jedesmal in den Untersuchungen 
eines Problems aus der höheren Mathematik x + xo em die Stelle von x, 
y + yo an die Stelle von y , und verfuhr hinsichtlich der weitem Opera- 
tionen, wie man bisher zu thun pflegte. Die firüheren Entdeckungen New« 
ton's, der binomische Lehrsatz, die Entwickelung in Reihen leisteten treff- 
liche Hülfe zum Ausbau des neuen Gebäudes.. 

Da Newton selbst nichts über den Weg bekannt gemacht hat, auf 
dem er zur Erkenntniss des Fundaments der Fluxionsrechnung gelangte, 
so dürfte schwerlich einmal in diesem Punkte eine vollständige Aufklärung 
zu erreichen sein, selbst wenn seine hinterlassenen Papiere der sorgfaltig- 
sten Untersuchung unterworfen würden. Wer vermag hinabzusteigen in die 
Werkstatt eines so eminenten Geistes, der mit unwiderstehlicher Conse- 
quenz und mit der durchdringendsten Schärfe die entgegenstehenden 
Schwierigkeiten Schritt für Schritt bei Seite zu schaffen oder zu über- 
winden wusste! Vor der Hand bleibt nichts anderes übrig, als in den 
Schriften Newton's die obige Entwickelung des Ganges, auf dem er nach 
unserm Dafürhalten zur Fluxionsrechnung gelangte, so weit es möglich ist, 
nachzuweisen. 

Die erste Schrift, in der sidi Andeutungen über das Princip der 
Floxionen finden, wurde von Newton im Jahre 1669 verfasst Er theiite 
dieselbe seinem Freunde Isaac Barrow mit, durch den sie CoUins zm* 
Einsicht erhielt Letzterer nahm eine Abschrift, die unter seinen nach- 



*) Newton gebraucht den Ausdruck „mtmenlum" um durch ein Wort 
das Wachsen und Abnehmen zu bezeichfieii. VergU Princip» phihicph. nof. 
maih. Hb* IL km. IL . .... 
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geksaenen t^apieren von William Jones aufgefunden und mit Ncwton'ii 
GeHehmigong , nachdem 9ie mit dem Original verglichen, durch den Druck 
behannt gemacht wurde. Sie erschien im Jahre 1711 unter dem Titel: 
Analif$i$ per aequatianes numero terminorum infinitas. Die ganze 
Haltung der Schrift beweist, dass sie mehr ein Entwurf oder eine Zusam- 
menstellang vop dem, was Newton bis dahin gefunden, als ein lOr die 
Oeffentlicbkeit bestimmtes, abgerundetes Ganze ist; man kann in ihr genau 
doi Weg verfolgen, auf dem Newton in seinen Entdeckungen vorwärts 
schritt, wie er es selbst in seinem Briefe an Leibniz vom 24. October 
1676 erzählt. Newton beginnt mit der Quadratur der einfachen Curven, 

m 

deren Ordinate y = ax^ ist; er zeigt sodann, wie die Quadratur com- 
plicirter Curven sich darauf zurückführen lässt. FaUs x im Nenner eines 
Quotienten oder unter dem Wurzelzeichen vorkommt, wird der fragliche 
Ausdruck entweder durch Division oder durch Wurzelausziehung in eine 
Reihe entwickelt und auf das erhaltene Resultat die Regel für die Quadra- 
tur der einfachen Curven zur Anwendung gebracht. Alsdann folgt zum 
Behuf der Quadratur derjenigen Curven, deren Ordinate als eine implicite 
Funktion gegeben ist, die Resolutto aequattonum affectamm d. h. derjeni- 
gen Gleichungen, in welchen die Unbekannte zu verschiedenen Potenzen 
erhoben vorkommt. Dies Alles ist als ein Ausfiuss von Newton's Studien 
über die Arithmetica infinitomm zu betrachten. Um aber mit der Qua- 
dratur die Probleme der Rectification , Cubatur, der Bestimmung des 
Schwerpunktes u. s. w. in Verbindung zu bringen , sah er sich genöthigt 
auf die ursprüngliche Cavalerische Methode zurückzugehen. Newton bo- 
schliesst nämlich das Bisherige mit folgenden Worten: Et haec de areis 
Curvarum investigandis dicta sufficianL hno, cum Prohlemata omnia de 
Curvamm LongitudineM de quantitate et superficie Solidorum, deque Cen^ 
tro Gravitatis, possunt eo tandem reducij ut quaeratur quantitas Super^ 
ficiei planae Unea curva terminataet non opus est quicquam de iis ad^ 
jüngere. In istis autem quo ego operor modo dicam hrevissime. Darauf 
fahrt er unter der Aufschrift: Äpplicatio praedictorum ad reliqua istius- 
modi Prohlemata, so fort: Sit (Fig. 9) ABB Curva quaevis, et AHKB 
rectangulum, cujus latus AH vel BK est unitas. Et cogita rectam DBK 
uniformiter ah AH motam, areas ABB et AK deserihere ; et quod BK (1) 
sit'momentum, quo AK (s), et BD (y) «K^entum, quo ABD gradatim 

G9rkßr4t, AMiff9l$, 6 
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datQ, pQiiis ftr ffMiittm r^¥h$ «TM» 
ABB ip$o it4tTiftMm inveHigare, m§ cum 
area AKis) momm^o 1 it$cn^ r<Ni/«me. 
Jam, (t«a ra^Vme iuperfities AB9 m m^^ 
meiif« ««0 ptrf^tim i(U9j ptr pfMecdmH« 

fuanütas tx mommto fuo m*c daio eUnk*- 
tur. Dies wund dureh die Rectifioation eines 
Kreisbogens erläutert; sodann fügt Newton, gewissennassen zur Verdeut- 
lichung des ahne weitere Erklärung eingeführten Ausdrucks „momifUum*' 
buQ^^u: S$d notmdum est, qitod unitas i$ta, qme pro momenüf ponitmr, 
.#iir Superficies mm de Solidis, et Linea cum de Superfidehus, et Punctum 
muß de lineiis agitur. Nee vereor loqui de nnitate in Punctis, sive U- 
n¥$ ififinite parvis, siquidem proportiones ibi Jam CQntemplmtur Ge^ 
irt^r^ie, dum Utuntur metfiodis Indivisibilium, Ex his fiai eonjectura de 
Sup^ficißbu^ ^ qiMtntitatibtis Sqlidorum» ac de Centro Gravitatum. Auß 
4em JIusaniineiA^ng ergiebt sich, dass Newton das Wort „momentum'* 
hi^ gel^r^ltucht in dem Sipne von Cavalerrs regulae, ohngeßhr in der Be- 
deutung ^n efem^ntum momentane\im , so dass es die in der Zeiteixiheit 
4^eh die Bewegung beschriebene Crosse bezeiohnet Demnach verfahrt 
Newton ebciiiso wie Barrow in seiner Tangentenn^ethode : er schliesst aus 
den uaendüchkleinen Voränderungen der durch die Bewegung herrpl^e- 
bracht^ Grösse auf die Grosse selbst. 

Aus dem, was Newton in dieser ersten Schrift niedergelegt hat, er- 
hellt offenbar, dass er das Princip, auf dem die gemeinsame Lösung der 
Probleme der höheren Analysis beruht, erkannt hatte; noch fehlte dl^er 
der Algorithmus der Methode. — 

Einige Jahre später, im Jahre 1671, beabsichtigte Newton Kinck- 
huysen's Algebra*) mit Anmerkungen und Zusätzen vermehrt in einer 
neuen Ausgabe erscheinen zu lassen. Als Einleitung wollte er eine Ab- 
handlung über die Fluxionsrechnung vor^iusschjcken , um angehende Mathe- 
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*) f or*, gmelAuum Mietra «f {e ßulhn^, ma-fm 1961« 4. 
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mrtikßr mit msm Eotdadi^uiigeii bekaimt zu machen.*) Demgeväia sah 
er aipb genötbigt» das in seiner ersten Schrift zusammengestellte Material 
zu ordnen und wissenschaftlich zu begründen. Diese Abhandlung war be- 
reits zum grössten Tbeil yoUendet, als Newton das ganze Vorhaben au^ab* 
Sie ersdiien erst nach seinem Tode im Jahre 1736 von Colson ins Eng- 
lische übersetzt.**) 

Diese Abhandlung ist sowohl für die Geschichte der Fluxionsrecb- 
nmig überhaupt, als insbesondere zur Beurtheilung, in welchem Zustande 
sie sich um das Jahr 1671 befand, von der höchsten Wichtigkeit» da 
Newion« wie er selbst sagt, darin eine Anleitung zur Kenntniss seiner 
neuen Methode zu geben beschlossen hatte* 

Im Allgemeinen ist zu bemerken, dass Newton auch in dieser Ab- 
bsidlnng den historischen Gang, wie er zu seinen Entdeckungen in der 
h&beren Analysis gelangte, beibehält« Er schickt die Entwicklung der 
Quotieotea in Beiben mittelst Division, die Ausziehung der Quadratwnr- 
zel und die Resolutio aequationum affedartim als Hülfsoperationen für das 
Folgeade voraus, und macht alsdann den Uebergang zur Lehre von den 
FJüxipnen mit folgenden Worten : Jam restat, ut, in illwtrmionem 4rti^ 
A$wlf^ti^w$ trßdom ßliqf^ot Problematum speäminn, qmlia fraeHrtim »«- 
ittfr# Curvarnm mmstrahit S$d tnynmi obs^rvan^Mm venu, qnoi Ah- 
jnm^di iigimUßte$ pßßsunf omnes ad h$ee duo (anlum Problemata ri- 
dß^, gußß dr4ß spadum tnotu hcali» utcunquß accekrato vel mir dato, 
dwsriftwiii fwsre UcehU* Es sind dies die beiden Fuodamentalprobleme» 
durch deren L<^sung Newton zum Princip der Fluxionsreebnung gelangte: 
^otii l99situdiu€ amtinm (mß ad oeuis ten^ua) daißt CeleritiUem M^ 
im ad tempm frcpi^iitw» iwenire, und: Celmtaie Motm €a$m»uQ data, 

*) Placuit sequetaiaf quibus campi analytiei tertninos expandere^ 
Jmslm et Cwrvamm dodrinam premwere poMem, in graliam discentium &re- 
tUer eompiitjere. 

*^) The melhod of fluxiom, IramlaUd fram Ihe laiin hy Cohon. Lond. 
1736. 4. — Castiilioa übersetzte diese Schrift wiederum ins Lateinische 
und Hess sie unter der Aufschrift : Melhodus fluxionum et serierum infinita» 
ntm enm ejuedem appUeatiene ad eurvarum §eometriam^ in seiner Ausgabe 
wn Nftwloi's Opmie. abdnieken. Horsley hat das lateiiiscbe Origiatl 
unter dem Titel : 6e<metria analytica, in Newton's gesammelten Schriften auf« 

fülhru 
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longitudinem descripti spatii ad tempus propositum inoenire. Ehe New- 
ton zar Lösung des ersten Problems übergeht, erläutert er dasselbe 
an einem Beispiel und spricht sich namentlich darüber aus, dass er 
«die Zeit als eine mit den übrigen homogene, durch eine gleichmässig 
'fliessende Bewegung iaequabili fluxione) entstandene Grösse auffasst, auf 
welche alle übrigen .Grössen bezogen gedacht werden könnten. Die durch 
die Bewegung entstehende Raumgrösse nennt er die fliessende (/Itceiis), 

die der Bewegung zukommende Geschwindigkeit fiuxio\ jene wird durdi 

• • • 

^i y» « •••• bezeichnet, diese beziehungsweise durch die Zeichen ä:,y, % 
..*• ausgedrückt. Die Lösang des ersten Problems selbst, die durch 
mehrere Beispiele erläutert wird, erinnert zu sehr an die Behandlung 
des Tangentenproblems durch Rügens und de Sliuze, als dass nicht 
die Yermuthung entstehen sollte, dass Newton das in Rede stehende Pro- 
blem zuerst lediglich für Curven gelöst hätte, tls erhellt dies besonders 
noch aus den beigebrachten Beispielen , in welchen , wenn drei Yeränder- 
liche vorkommen, die dritte durch die beiden andern bestimmt wird, des- 
gleichen dass Wurzelausdrücke und Quotienten nicht direkt, wie es die 
höhere Änalysis bewirkt, sondern durch Substitution einer andern Ver- 
-änderlichen behandelt werden. — Das zweite der obigen Probleme, wel- 
ches das umgekehrte vom ersten ist, löst Newton durch dieselben Ope- 
rationen, nur in umgekehrter Reihenfolge. Er unterscheidet hieiiiei die 
< Fälle : 1) wenn die gegebene Gleichung zwei Fluxionen und eine Fluente 
> derselben enthält; 2) wenn zwei Fluenten zugleich mit ihren Fluxionen, 
*und 3) wenn mehr als zwei Fluxionen darin vorkommen. — Dies ist 
-die allgemeine Grundlage der Fluxionsrechnung. Es folgen nun Anwen- 
dungen derselben auf die Bestimmung der Maxima und Minima, auf Tan- 
genten, auf die Bestimmung der Grösse und BeschafTeoheit der Krüm- 
mung der Curven, wobei die zweite Fluxion von y vermieden wird, in- 

dem Newton 4- = « setzt und die Fluxion von z bestimmt , so dass 

y ^ z s wird; ferner auf Quadraturen und Rectificationen von Curven. 
Obwohl die Methodus fluxionum in ihrem letzten Theile unvollen- 
det ist*), so beweist dennoch ihr Umfang, so wie. der Reichthum an 

« ■ ' ' ' >■ ■ ■ ■ II 

*) Pemb ertön (in der Vorrede zur View of Sk haae NetcUm's Mt 




- 85 — 

Btiq^iBteD, iB wie b^tem Grade- Newton zur Zeit ihrer Abfassung Herr 
seiner nei^n Recbnung war. Es erbeut daraus, dass Newton bereits um 
das Jabr 1671 im Besitz aller derjenigen Mitte) war, welche zur Bewäl* 
tiping der Probleme der höheren Mathematik erforderlich sind; durch 
sie vermochte er die Untersuchungen über die Bewegung der Himmels- 
körper zu vollenden, die ihm den Kranz der Unsterblichkeit brachten. 
— Hier und da findet sich die Ansicht ausgesprochen, dass Newton 
in Beiug auf die Begründung und vielleicht auch hinsichtlich des ganzen 
Wesens seiner neuen Rechnung sich selbst nicht genügt habe; er würde 
sie sonst, meint man, seinem berühmten Werke: Principia pkilosophiae 
naturalis muthimatica, Londin. 1687, dessen Inhalt als ein Ergebniss der 
Fiuxionsrechnung zu betrachten ist, unverhüllt zu Grunde gelegt haben« 
Bei diesem Urtbeil übersieht man, dass Newton's Bestreben dahin gehen 
musste, die in diesem Werke niedergelegten bewundrungswürdigen Re- 
sultate seiner Forschungen auf einem sichern, unumstösslichen Fundament 
zu begründen; er wollte nur die Hülfsmittel gebrauchen, deren Gültigkeit 
aligemein anerkannt war, und er erwählte deshalb den rein geometrischen 
Weg. So nur vermochte er ein Meisterwerk aus einem Guss zu schaffen» 
welches für die Erforschung der Gesetze des Weltalls immer der Aus*- 
gangspunkt bleiben wird. Das Fundament der Fiuxionsrechnung ist aber 
die Gränzmethode, wie sie in den Schriften der griechischen Geometer nie- 
dergelegt ist; auf dieser Basis war für Newton die Fiuxionsrechnung ent* 
standen und demnach das sicherste Fundament derselben. Er ersetzte ties- 
halb, in Uebereinstimmung mit der rein geometrischen Fassung des gesamm-. 
ten Werkes, die Fiuxionsrechnung durch die Gränzmethode und schickte 
in der ersten Section des ersten Buches der Principia die „methodus ra^ 
tianum primarum et uMmarum, in 11 Lemmaten als Grundlage für 
das Folgende voraus. In dem Scholium, womit diese erste Section des 
ersten Buches der Principia schliesst, sagt Newton ausdrücklich: Prae- 



lo$oph/y) erzählt» dass er Newton bewogen habe, diese Abhandlung noch bei 
seinen Lebzeiten herauszugeben. Da aber der letzte Theil der Abhandlung 
unvollendet war, so war Newton im Begriff, ihm noch andere Papiere, um 
das Fehlende zu ergänzen, mitzutbeilcn , als sein Tod die Ausführung dieses 
Planes hinderte. Sieb. Brewster S. 155. 
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minhoic hrnmaia, mt iffUgernih taeiium deduemü hnfta ä$mn$inHHM, 
more v^nrum geöm$trartm, ad abturdnm. CoMraOi&rei tnim tedd umur 
d€mimar9tione$ per methodum <ndM$i!rilium. Sed fuom&m durUr M in^ 
dimiliUwn hyp^heiü it propUrea metködui ilh minM geonieirka Ml* 
«elicr, malui denumitrationes rerutn $efuiMiim ad nUimas quanHii^iMm 
evane$e$ntium $t$mma$ $t räliones, prima$qm4 na$emtium, id t$ty äd Ak 
miU summärum et ratiefhufn dedneere; ei prepterea UmilNm iUkmm de* 
momtTMHoneB gua paiui hrevitate praemiitere. Bi$ emm idem prttUioM' 
jMd per metUdum indivieibilium , et prindpiii dem^niPtatie jmn iigüue 
utemur* Broinde in $eqnentibus, fihrt Newton fort, et qumd9 ^en^tih^ 
tu ttmquam ex particulis eonetantee con$idera»er0, vel ii ff o rectie «ttir- 
pm>eto lineolae eurvas, noUm indivisibiUa, sed evaneecmuta dMeiMia, 
UM $umina$ ei rattimes partium d^ermintitarwm, eed 9umwMrum ei raltV 
iHMli timitee semper inteUigi, vimque talium denumstroHonum etd «iMikf- 
dm» fraecedentium lemmatum $emper repeeari. -**- Mit dieier AnffatMittg 
itt i^nn Auch in voilkommensler UebereiniUmniuDg die Stelle iPrindp. 
b'6» //• km, IL Sehol) — die einiige im ganzen Werke — in weldier 
Newtoü die Pundamentaltheoreme der FluxionerecbBung erwfthnt and xu- 
gleidi bemerkt^ dass das Prineip derselben in dem ?orau8gehendan Ltinma 
enthalten sei*). In diesem Lemma entwickelt er die Grundsftge der 
Fluxionarecbnung, ohne sich jedoch irgend eines Algoritbrnne za badie* 
Ben. Newton führt daselbst den Ausdruck ,,flriMiienMit'' ein, dessen Be* 
gritf^er folgcndermassen zu definiren fersucht: Quanütaiee^ m indüer*' 
minMas et instabilei, et quasi motu ftusmpe perpeiu^ cresceutes nel 4a- 
craiccnies, kie eonsidero; et earum incrementa 9el dearementa mewunUM- 
nea sub nomine momentorum intelUgo: ita ui intremeMa pr§ weammtis 
addititiis hu affirmativiSy ac decremenia pro eubducütiü nu neguünis ke^- 



*) In dem erwähnten Scholiitm gedeakt Newton aach seiner Correspon* 
denz mit Leibniz und erklärt, dass dieser ihm ungefähr 10 Jahre früher eine 
Ähnliche Methode, die dasselbe leistete, als die Fluxionsrechnung , mitgetheilt 
habe. Als nun der Streit über den ersten Entdecker der Differentialrechnung 
entbrannte, benutzten die Vertheidiger der Rechte Leibnizens diese ErkMning 
Newton*s zu Gunsten des ersteren^ aus diesem Grunde wurde in der Aritien 
Ausgabe der ftineipia, welche im Jahfe 1725 ek'schten, das eiwihnta Seh»* 
lium unterdrückt und durch ein anderes enletzt« 



f 
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€wß tanm if^elhs9ai$ pwrtimhi finita$. Pariimhe finUa^ 
mn $tmt mmneiUay sei quantiMa ipsae ex momeniie ienitae^ Initlligmifk 
nou pimrijfi^ jmi^am n4U4smuia finitarum magnimdimun. Neque emm 
tfiCkaur in ioc kmmaie mafnitu4o m^me^ortm: $ei priwui nonentium 
ftepanie. Modem retidit st loeo mementomm usurpentur vel velQätatee 
imremmtorum ac deerementorum (quQs enim metus» mutationes et fluitriih- 
Mf fwmüiaium neminore lieet) vel finitue quaevU quantitatee f^ilodtati^ 
bme kitee propertienalee^ — 

Noeb i«t die kleioe Abhandlung über die Principien der Flnxiona- 
rechnuDg xa erwähnen, welche Newton als Einleitung zu der Schrift: 
TrmeiMtue de fUairaiura eurvatwn, vorausgeschickt hat« Er ver5ffentlicfate 
die lefztere lügleicb mit einer andern ; Enumeratie linearum tertii ordinie^ in 
der ersten Ausgabe seiner Optik im Jahre 1704. In dieser kleinen Abband-^ 
hing tritt Newton zum ersten Mal mit der Fiuxionsrechnung ?or die Oef- 
tenftlichkeit , und da von den Schriften über die Fluxionen sie allein von 
Newton selbst herausgegeben ist, so verdient sie eine besondere Be- 
achtung» '^ Es liegi die Vermuthung nahe, dass Newton das Ersohdnes 
seiner Optik benutzte, um sein Recht auf die Erfindung der Fluxiens« 
teehnuDg öffentlieb in Anspruch zu nehmen, nachdem bereits im Jahre 
1«S». Fatio de Duillier den Streit über den Erfinder der Diffe* 
rentialreohnung begonnen und gegen Leibniz den ersten Angriff geschleu- 
dert hatte*>. Aus diesem Grunde schickte Newton die erwähnte kleine 
Abhandlung voraus, in welcher er in gedrängter Kürze, aber bestimmt 
und klar die Principien der Fluiionsrechnuog und die Zeit ihrer Erfin« 



^) Nicolas Fatio de Duillier, aus Genf gebfirtig, hatte längere 
Zeit mit Sagen« zusammengelebt und die Achtung und Freundschaft dessel* 
ben sieh tu erwerben gewusst. Von Holland ging Patio nach London; er 
kata mit Newton in Berührung und gewann dessen Vertrauen. Aus denBrie- 
(esi die er von hier aus an Hugens in den Jahren 1691 und 1692 sehrieb 
und die Uylenbroek (CA. Hugenii aliorumque saeculi XVll virorma ce- 
lehrtum exercUationes mathemalicae ei philosophicae, Bagae ComiU 1833. 
Vaee. IL p. 98 sqq,) herausgegeben hat, erhellt, dass der Angriff gegen 
Leibniz längst vorbereitet war. Wir werden in der Geschichte des Streites 
•her den eraten Brinder der Kfferentialrechnung aef diesen Punkt wieder 
■Wkkheiim^ 
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diiDg bespricht, und mithin alles das erwähnt, was ffir den Torliegmim' 
Zweck Yon Bedeutung ist. In Uebereinstimmung mit dem, was Newton 
über die Entstehung der geometrischen Grössen in den Prifiap. m(Uh. 
phiL' nai. niedergelegt, beginnt er auch hier damit, dass er die mathe- 
matischen Grössen nicht aus unendlich kleinen Theilen zusammengesetzt, 
sondern durcli continuirliche Bewegung erzeugt betrachtet. Hae GeneseB, 
setzt er hinzu, in rerum natura locum vere habent, et in Motu corforum 
quotidie cernuntur. Ebenso geht Newton hinsichtlich der Aufiassimg d^ 
Fluxionen von demselben Gesichtspunkte aus; er betrachtet sie als Gränz- 
Verhältnisse und stellt als Fundamentalsatz auf: Fluxiones sunt quam pro- 
sime ut Fluentium Äugmenta aequalibus Temporis particulis quam mtni- 
mis genita, et, ut accurate loq;itar, sunt in prima Ratione Augmentorum 
nascentium ; exponi autem possunt per Lineas ^ascunque, quae sunt ipsis 
proportionales. Nachdem Newton diesen Satz durch mehrere Beispiele er* 
läutert, fugt er noch die folgende Bemerkung hinzu: Similibus argumenüs, 
per Methodum Rationum primarum et ultimarum, colligi possunt Fhucio^ 
nes Linearum, seu rectarum seu curvarum, in casibus quibuscunque, ut et 
Fluxiones Superficierum^ Ängulorum et aliarum Quantitatum. In finitis 
autem Quantitatibus Analysin sie instituere, et finitarum nascentium vel 
evanescentium Rationes primas vel ultimas investigare, consonum est- Geo^ 
metriae Veterum; et volui ostendere quod in Methodo Fluxionum non 
opus Sit Figuras infinite parvas in Geometriam introdueere* Peragi ta- 
rnen potest Analysis in Figuris q^ibusmnque, seu finitis seu infinite par- 
vis, quae Figuris evanescentibus finguntur similes, ut et in Figuns, quae 
per Methodos Indivisibilium pro infinite parvis haberi solent, modo eaute 
procedas» — In der nun folgenden Schrift : De quadratura curvarum^ han- 
delt Newton zuerst über den Begriff der ersten, zweiten, dritten u. s. w. 
Fluxion und wie die eine aus der andern entsteht; er giebt ihre Bezeicb* 
nung durch ein, zwei, drei u. s. w. Punkte und erläutert in dem ersten 
Problem, wie zu einer gegebenen Gleichung die Fluxionsgleichung gefunden 
werden kann. Auf denselben Gegenstand kommt er in dem Scholium, mit 
welchem die Abhandlung schliesst, zurück; er sagt: Quantitatum fluentium 
Fluxiones esse primas, secundaSy tertias, quartas, aliasque, diximus supra. 
Hae Fluxiones sunt ut Termini Serierum infinitarum eonvergentium* Ut» 
% Sit Quantitas fluens et fluendo evadat x + , deinde resohalmr tn S^ 



«^ 
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eU" Terminus frmns hujus Seriei %^ erit Quantitas illa flnei^, Mctcn"*. 
iusnOx*"^ erit ejus Incrementum primutn seu Differentia prima t cia\ 

nascen^i proportionalis est ejus Flnxio prima; tertius — ^ — ÖO«"^ erif 

ejus Incrementum secundum seu Differentia secunda» cui nascenti pra« 

pertionalis est ejus Fluxio secunda; quartus ^ O'a^ erit 

b 

ejus Incrementum tertium seu Differentia tertia, cui nascenti Fluxio tertia 

proportionalis est^ et sie deinceps in infinitum» Der Fehler, welcheii 

Newton hinsichtlich des Werthes der zweiten, dritten u. s. w. Fluxion im 

Vorstehenden macht, findet sich bereits pag. 263 der ersten Ausgabe der 

Principia vom Jahre 1687; es ist eine auifallende Erscheinung, dass der- 

selbe Fehler beinahe 20 Jahre später in diesem Scholium sich wiederholt. 

Joh. Bernoulli rügt dieses Versehen in seinen Briefen anLeibniz (jCommerc. 

epistoh Tom. IL p, 294) und zieht den Schluss , dass Newton damals noch 

keine klare Vorstellung über die Werthe der Fluxionen höherer Ordnungen 

gehabt habe. Derselbe zeigt zugleich {Commerc. epist. Tom* IL p. 310), 

dass Newton in diesem Irrthum bis zum Jahre 1711 geblieben sei, denn 

um diese Zeit habe sein Neffe, Nicolaus Bernoulli, auf einer Reise 

durch England von Newton ein Exemplar des eben erschienenen Werkes: 

Analysis per quantitatum series, fluxiones ac differentiaSf cum enumera* 

tione linearum tertii ordinis*), zum Geschenk erhalten, in welchem bei 

dB* Stelle „tertius — ^ — 00«*^' ejus inereme^u$M secundum, et quartus 

f^—. 3ttH 4- 2it « a^a 

0*» erit ejus incrementum tertium" das Wort „«i^* 

o 

brigeschrieben sei, so dass es nun hiesse >',ertY ut ejus'*^ etc. Deshalb ver- 

mufhet Joh. Bernoulli, dass Newton entweder kurz vor' dieser Zeit srt-» 

hen Irrthum bemerkt hab«, öder auch von seinem Neffen eines Besseren 

belehrt worden sei. 



*) Es ist dies eine vdn Jottes im -Jahre 1711 berattsgegebene Samm- 
lung, von Newton's kleinem Schriften ,, darunter auch die Abhandlung: De 
quaäratura eurvarum* 
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Wir st±fi«9ften hiennü die Betraehtung fiber die Principieii der Flu^ 
xionsrechnung, soweit sie sich aus Newton's Schriften ergeben. Es ist 
uodt übrig, den Zeitpunkt festzustellen, von dem die Etttdechrag der Fht- 
»onen m datiiren ist. 

In der Einlei^ng zu der Schrift: De quadratura curvarwn, bezdch- 
net Newton die lahre 1665 und 1666, in welchen er nach und nach auf 
die Fluxionsrechnung gekommen sei. Congiderando -^ so lauten san« 
Worte -- quad Quantltates a$qualibu8 Irnnporibui cr$scetU€$ et erescmUUl^ 
genitaBy pro Velocitate majori vel minori qua ereecunt ac generaniurj 
evadunt majores vel minores, Meihodum q%iaerebam determinandi Quan- 
titates ex Vetocitatihus Motuum vel Incrementorum, qüibus generantnr; 
et has Motuum vel Incrementorum Velocitates nominando Tluxionee, 
ei Quantitates genitas nominando Fluentes, incidi paulatim annis 1665 
st 1666 in Methodum Fluxionum, qua hie usus sum in Quadratura (hir^ 
varum. In yollkommenster Uebereinstimmung hiermit sind die Angaben, 
die sich unter den Bemerkungen finden, mit welchen Newton Leibnizens 
Brief an Conti vom 9. April 1716 begleitet hat. Da Newton hier sehr 
ausfohrliche IMlttheilungen sowohl über den Zeitpunkt als über die Weise 
der Entstehung der Fluxionen giebt, so ist die ganze Stelle für den vor- 
liegenden Zweck von Interesse und mag vollständig folgen. Uais tCai je 
paSf sagt Newton, un droit igal de me rendre temoignage i moi-mime, 
et d'assurer que j'ai invente les mithodes des Suites et des Ftuxions 
dans Vannie 1665: que je les ai pousiees plus loin dans Fannie 1666: 
qu'ä present j*ai entre les mains plusieurs papiers MtuMmatiques ecrit» 
m 1664, 1065 el 1666, dmt quelques^uns $ont avee daie, parmi faUfUffli 
il s*en trouve un, dont la date est du 13. Novembre 1665, lequel cou~ 
tient la directe methode des Ftua^ions en ces termes: 

Probt. Btant donnie une Bquation exprimant la relatum de dtua 
ou plusieurs Ugnes Xj y^ % etc. dicrites dune le mime tetn/St pgr iemuß 
ßu plusieurs Mobiles A^ B, C eic. trouver la relation de leure püeseee 
p, q, r etc» 

Solut. Mettex tous les termes iTuit seul eiti de l'Bpiationt en 
eerte qu'ils soient egaux d stiro : mkUipUez cAofii« terme par auiani de 

fois ^ que X a de dimensions dane ce terme: Secondement multiplie% 
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dkgque tBfWe paf autani (fe foi$ -^ ^€ y a i$ dimensi^ns imn tB 

— que X a de dimensions dans ce terme e^c et la somme de ces produits 

HT« ifäle d tiro, laqnelle ijuaH&n denne tu rtlatien de p, q, r ete. 

Obgleich Torslebendes Problem sowohl » als dessea Lösung mit dem 
ersten Fiio4sunentalprQhlem der Flimonsrechnung , wie es Newton in der 
Methodue flumamim giebt, im Grunde übereinstimmen, so ist doch als 
weswtlich.za bemerken» dass gegen Ausgang des Jahres J663 Newton 
noch nicht im Besitz der von ihm später gebrauchten Bezeichnung der 
Fluxionen war« eine Sache, deren Wichtigkeit für die Feststellung der Ent^ 
deckung der neuen Methode Yon Jedem eingeräumt werden muss. 

Newton ftfart so fort: Je pui» ajantef que tette Sehtüen g esi it^ 
tmirie pur plvMiewe exempUi: qu'elle y est dimomrie, et qn*elle y eii 
BppK^fiiie d des Problimes qui regardent les Tanqentes et les CHttaturee 
dm üaurhes: qn'un oHfre papier, dent H date est du 16. Mai I6M eon*- 
rinmi eH $ept PreposiHene une mithode j^taU de riemidre les PrebUmee 
pA regärdenf te meuvement; et que la demiere de ees Propesitiens esi 
la mime que le prohtime meiUienni ei^dessu», daii du 13. Notembre 
IMft« Que ims un petA Truiti, ierit m meis d$ Neeembre 1086, les^ 
Utes sepi Prepesttiens sent encer^ ripHies, avee eeiie dfffinnee, que la 
eepHime $ est p&ussie jusques-^ld que de n*itre paint arriiee par te$ 
ftaeeione en les quantifis seutdes, nt mime par teltes qu'on appette 4 
ptSeetri Thmseendof^es : qu*une huttieme PrepoiWon est afmtie d ee 
TraMp cenftfUtnt la Meikede Inverse des Flusi>(ons^ teile que je l*avel9 
eM te tempern : t'eet-d dire, autant qu'elle peut dipendre de la Quadra-- 
htte des PfjWres ewrviHjnee des trots Riqles, sur l^quelk» est fondie 
m&n AuAgee per Aequattonee HHmer^ termiHorum infinites, et de la pH-* 
part des iMtes Tktarimet cenitenui dum le Sthelium 4e la diaeieme ^o-^ 
peeitfM de men li^e des Quadrntures : que defue ee Traiti, torsque VMte 
provenante de quelqu^m dH termee de VOrd&nnie ne peui pas dtre e^- 
prinUe par V Analyse tfulgairep eile esi reprisentee en icrivant le Sym- 
bole O au devam de ce terme: par exempley si VAbsdsse est x^ et 
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9i€ <Iaiis ce JratYe /e me iuii qwlquefoU urei de Uitre$ tnarqiUes.i'wi^ 
seul point, paur denoter des quantites qui enveloppoient des Fluxtons pre** 
mieres, et quelquefots de memes letlres marquees de deus poinis paur de$ 
quantites qui enveloppoient des Fluxions secondes: qu'un Irttite j^m 
ample que j'avois icrit en 1671, et mentionni dans ma lettre du 24. Oc- 
tübre 1706, etoit fondi sur ee petit Tratte, et eommenfoit par la redue^ 
tion des Quantites finies en Suites convergentes , et par la Solution de 
ees detix ProhUmes: 1. üelatione Quantitatum fluentium in- 
ter se data, Fluxionum relationem determinare; 2. Sx- 
posita aequatione Fluxiones Quantitatum involvente, in- 
venire relationem Quantitatum inter se; et que, lorsque j'eeri- 
vois ee Traite, yavois rendu mon Analyse si universelle, par le mögen 
de la mithode des Suites et de la mithode des Fluxions jointes ensemble, 
qu'eUe s'etendoit d presque toute sorte de ProbUmesi ee que j'ai 
mentionni dans ma lettre du 13. de Juin 1676; et que c'est Id ceite 
Uiihode qae j'avois dicrite dans ma lettre du 10. Decembre 1672« — 
Zweieriei ist ms dem letzteren hervorzuheben: erstens dass Newton sagt, 
er habe in der kleinen Abhandlung vom November des Jalu*es 1666 die 
Lösung des oben mitgetheilten Problems so erweitert, dass- sie nicht ß^par 
les fractians ou les quantites sourdee, ni mime par celles qu'on appelle 
äpresent Transeendantes*' aufgehalten werde; und zweitens, dass er in 
derselben Abhandlung zur Bezeichnung der ersten und zweiten Fluxion 
eines und zweier Punkte zuweilen (quelquefois) sieh bedient habe. Dem« 
nach dürften die Anßnge der Fluxionsrechnung nur erst von dem Ausgang 
des Jahres 1666 zu datiren sein; ihre allmälige Ausbildung und YervoU« 
kommnung würde alsdann in die Jahre von 1666 bis 1671 Men, in wel- 
chem letzteren Newton die Methodus fluxionum verfasste. Dies^ allmälige 
Fortbildung der Fluxionsrechnung stimmt auch mit der Art und Weise der 
Entdeckung überein, insofern Nev^ton, wie im Vorgehenden gezeigt ist, auf 
dem durch Archimedes eingeschlagenem Wege vorwärts schritt und so zur 
Erkenntniss des Princips der neuen Theorie gelangte. 



r 
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Wenn wir schMesslich die Wege yerglachen, auf wdehen Newton 
nnd Ldlbniz zur Entdeckung der höheren Analysis gelangten, so zeigt die 
lustarigdie Entwickelung, dasg Newton die Grundlage, wdche Ton Arcfai- 
medes zur Behandlung der Probleme der höheren Mathematik geschaffen 
und die in späterer Zeit zum Theil verallgemeinert worden war, foil- 
zuMden und zu yerroUkommnai verstand und auf dieser Basis das 
neue Gebäude errichtete. Die Fhixionsrechnung ist demnach auf dem 
natnrgemässen Wege, ohne Beimischung anderer Hülfsmittel, entstanden. 
Daher ruht auch Newton's Auffassung des Princips der höheren Analysis 
auf einem vollkonunen sicheren Fundament, auf dem Begriffe der ersten 
und letzten Yerhältnisse d. i. auf dem Begriffe der Gränze. Diese feste 
Begründung bat die Theorie der Fluxionen vor der Differentialrechnung 
voraus. Dagegen erschwaren die geometrischen Vorstellungen, mk deren 
Hülfe die Bildung der Fluxionen gesehidit, die Einsidit in das Wesen und 
die AnwaiduBg der Fluxionsrechnung zur Lösung von Probl^nen; beson- 
ders aber ist der Mangel einer bequemen Bezeichnung fähftar. Er bat 
die weitere Ausbildung und Vervollkommnung der Theorie der Fluxionen 
wesentlich gehemmt. — Auch Leibnizens Differentialrechnung ist aus Me- 
thoden hervorgegangen, deren Entstehung in der sogenannten Exhaustions* 
methode Archimed's gefunden wird, die aber von dem ursprünglichen Ver- 
Mren so vieles abgestreift hatten, dass die Verbindung mit der lauteren 
Quelle stark getrübt und die Rückkehr zu derselben mit grossen Schwie* 
rigkeiten verknüpft war. Vorstellungen, die durch die strenge Weise der 
griechischen Geometer vermieden worden waren, traten in jenen Methoden 
offen zu Tage; sie fanden Aufiiahme in der neuen Rechnung und spielten, 
wie in den frühem Methoden, auch hier eine Hauptrolle. Diese Schwie- 
rigkeiten wurden noch dadurch erheblich vermehrt, dass zugleich mit der 
Einffihrung des neuen Algorithmus arithmetische Begriffe mit dem ur- 
sprünglichen Princip in Verbindung gebracht wurden. Indess kann nicht 
geläugnet werden, dass die unbestimmte Vorstellung des Unendlichkleinen 
die Einsicht in den Mechanismus der Differential- und Integralrechnung 
wesentlich erleichtert und ihre Ausbildung und staunenswerthe Vervoll- 
kommnung gefördert hat. Hierzu kommt, dass die höchst glückliche Be- 
zeichnung, welche von Leibniz zur Darstellung der Differentiale und In- 
tegrale eingeführt wurde, sich auf das innigste an die Entstehung der ge* 



- t* -- 

moiiten M8$mi wscbmi^gle, mä das VerstäiiiloiM HHd im GiAirwich der- 
$tibm ia hoben fir«de ver«iii&dbte and, m zu Mgmi, Air^bisi^ig siadrte. 
SS^e^ ^cUiehe Beieicbiiiuig «athieU g^menn^mm ut ««tfi «dfcit 4ie 
Kfwue aeuer ReduningsweiMi, und dab^ erw^terte «idi <#e ma« SdU- 
pfiing in so kivw/^ ZeH au einem Gebiade von b«wii«dni09iwftrd%Qr Afl»- 
d^hiNing» Aber der imposante Bau ruhte auf musiclMrein Fmiumni; 
wenn au«h die Matbematiker ernten Ranges von der Zuwrileei^eit d^ 
AeuiMi Methode uberaougt uraren und $m dieatun Grunde die FcetetaHoBg 
dea niacipe unterfieseen, so erhoben sidi jedoch bald BedenUichkciteii, 
Zvmfel und Angriffe gegen die Skherheit ^eacdfen iron Seiten derar, «el- 
ciben der Ueberblkk tiier das Game mangelte. Efae noch Mewten'a 'Bus*- 
rie zur allgemeinen Kanutniss gelängte, war berails die DüerenftafartidmiHig 
ftberaU im Gebraueh; ja sie drmg sogar in das Gebnvtsland der EhnJans- 
racbaung, und deeikalb wurde der Tonaig, wdcben die letetene lov jener 
voraus hatte, öberBehen imd blieb fir die laste fiegniaduit dna Jhamifs 
^r köheren Anatjfsis unheachtel. 



Beilagen. 



Uebef die Entstehung und Au^breiiung des dekadischen Zahle«* 

Systems. 

Unter »H«« SchdpAingen , die wir in dem Bereich der roathemati- 
sehen Disciplinen raniehst durch die Venntttelung der Araber erhalten 
haben, aimmt das dekadiech« Zahlensystem die erste Stdie ein* Dasselbe 
hat naf die Entirkkelilng der matbematisoben Wissenschaften einen inich- 
tigen Sinünss gedbt. Es dürfte deshalb eine aasfll^hrliehe Betracbtung 
Aber <Ke Entstehung und Aiisbreit&ng des dekadischen Zahlensystems in 

■ 

einer Schrift, «deren Inhalt der geschichtlidien Darstellung der gesamn- 
tan Ukberen Bfathemalik gewidmet ist, gerechtfertigt erscheinen. — 

Was zoerst den Ursprung des dekadischen Zahlensystems betrifft, 
so stehen awei Ansichten einander gegenüber. Die eine, ursprilnglieh 
mehr durch Tradition und durch die Aussagen Älterer Schriftsteller ge- 
tragen, behauptet, dass wir das dekadische Zahlensystem zunächst den 
Arabern verdankten, die es ron den Indern entlehnt hätten • Die andere 
Ansicht ist neneren Ursprungs ; ihre Anhänger haben auf Grund einer 
Stelle am ScUuss des ersten Budiee der Geometrie des Boethius die 
Meinung aufgestellt, dass das dekadische Zahlensystem bereits dem Pytha- 
goras und seinen Schulern bekannt gewesen sei. Diese letztere Ansicht 
ist in der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts durch Weidler, den be- 
kannten Verfasser der Historia Ästronomiae zur Geltung gebracht*), zu 



*) Wftldlef » de cbafacterihm aaiHionim tulgaribus et eonnn aetati« 
bus Teterum monimentonua fide Ulosuratia, Witemb. 1737»^ «*< Woidleti 
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Anfang des gegenwärtigen Jahrhunderts von Hannert wieder angeregt*), 
und in neuester Zeit durch Chasles, den Geschichlschreiber der Geo- 
metrie, Libri gegenüber im Schoosse der französischen Akademie der 
Wissenschaften mit grosser Lebhaftigkeit vertheidigt worden.**) 

Wir wollen zunächst die Haltbarkeit dieser zweiten Ansicht präfen. 
Um dafür eine feste Grundlage zu gewinnen, ist es nöthig, die Ergebnisse 
der neuesten Forschungen über die Lehre des Pythagoras und seiner 
Schüler und namentlich über die von ihnen hinterlassenen Schriften in 
Betracht zu ziehen. 

Erst in neuerer Zeit, besonders durch die mustergültigen Unter- 
suchungen Böckh's (Philolaus, Berlin 1819) und Gruppe's (Ueber die 
Fragmente des Archytas und der älteren Pythagoreer, Berlin 1840) sind 
hinlänglich sichere Kriterien aufgestellt worden, um aus den überaus 
Bahlreichen pythagoreischen Fragmenten die wenigen äditen auszuscheideo. 
Zugleich hat man dadurch auch eine bestimmtere Ansicht über das We- 
sen der alt-pythagoreischen Lehre gewonnem „Die pythagoreische Pbite- 
«ophie ist eine dorische, und sie hat weaestiicben ZnsamraeiihaDg mit 
dem Charakter dieses griechischen Volksstammes. Ernst, Maass^ Be- 
sonnenheit, das ist.es, was sie in allen Dingen suchU Es ist nicht sa- 
läUig, dass sie sich der Geometrie and Arithmetik zuwandte, denn hier 
giebt es eine strenge Nprm« hier herrscht eine sichere DmoMistratiop, 
im Gegensatz der umherschweifenden Vermuthnng, welche wie bei den 
Joniern, bald von djeserj bald yon jener eifiseitigen Beobacbtang aus- 
gehend, nach einander in veri^cbiedenen materiellen Stoffen das Urpria- 
cip der Dinge sucht. Maass und Zahl herrschen in der Bewegung der 
Himmelskörper, Maass und Zahl . herrschen in der Kun$t» zunächst be- 
stimmen sie in der Musik die Harmonie, und die Tugend und alte Weis- 
heit schien eben nichts anderes zu sein. Dies ist der Mittelpunkt der 



spicilegium observalionum ad bistoriam notarum numeralium pertinenlium. 
Wilemb. 1755. 

"") Mann er t, de numerorum quos Arabicos vocant vera origine. Alt- 
dorf. 1801. 

**) Chasles Geschichte der Geometrie, deutsch von Sohncke, HtUe 
' 184^« -^ Chasles in den Gomptes rendus de TAcid^cdes Sdences. Tom. 
.yJILIX. XVI. XVB, . . 
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grossartigen und ewig denkwürdigen liebre, ffir deren Verständniss und 
SehilzuDg aber schon dem Aristoteles der Standpunkt fehlte.^* (Gruppe 
S. 33 f.). Bei der Sitte , eines mögliebst kurzen Ausdrueks sich zu be- 
dienen, und da es ursprfingiicb Princip des pythagoreischen Ordens war» 
die Hauptlehren nur einem kleinen Kreise Auserwäblter mündlich mitzu- 
tbeilen, so war nichts natürlicher, als dass Pytbagoras und seine Schüler, 
um dem grossen Haufen das Verständniss zu verscbliessen und ihm zu- 
gleich gewissermassen zu imponiren, ihre Zuflucht zu einer Symbolik 
nahmen — vielleicht nach dem Beispiel des Orients und Aegyptens -^ 
wodurch sie ihre Philosopbeme künstlich verschleierten. Dem Obigen 
zufolge darf es nicht befremden, dass sie dazu mathematische Symbole, 
die Zahl und die geometrischen Formen, gebrauchten. Besonders be- 
dienten sie sich der Zahl , und deshalb ist die pythagoreische Philosophie 
eine Zahlenphilosophie genannt worden. „Im alten ^ythagoreisrous macht 
die Zahl zugleich als Stoff und als Gestalt das Wesen der Dinge aus, der 
sianlichen Dinge. Durch die Zahl werden diese Dinge erkennbar; uner« 
kennbar ist> was sich der Zahl nicht unterwirft. Die Zahlen selbst, durch 
welche die Erkenntniss geschieht, sind körperliche Existenzen'* (Gruppe 
S. 73 f.). Die alten Pythagoreer nahmen die Zahlen als Musterbilder, 
deren Nachahmung die Dinge sind; sie waren durchdrungen von der 
Ueberzeugung , dass in den Zahlen und geometrischen Formen das Ge- 
heimniss des Weltalls verborgen liegt. So wurde ihnen die Zahl die 
Quelle der Erkenntniss. Das Geheimnissvolle, Mystische übt immer auf 
empfängliche Gemüther eine grosse Anziehung; aus diesem Grunde und 
da der pythagoreische Orden einen mächtigen Einfluss auf die Leitung 
der politischen Angelegenheiten anstrebte und auch, besonders zur Zeit 
des Arcbytas, wirklich erlangte, so hielten sich vorzüglich begabte Männer 
zu dem Verein. Es konnte nicht fehlen^ dass diese Talente mit hoher 
Begeisterung sich dem Studium der Mathematik zuwandten, um durch 
Erforschung der Gesetze der mathematischen Grössen gewissermassen 
a priori zur Erkenntniss der Dinge zu gelangen. Hier entsteht nun die 
Frage» welche Hülfsmittel standen bei diesen Zahlenuntersuchungen den 
Pythagoreern zu Gebote? Bedienten sie sich der griechischen Zahlzeichen 
und der unter den Griechen gebräuchlichen Art und Weise zu rechnen, 
Adhr battea sie andere Hülfsmiktel? 

Gerhardt, Ano^ffit, 7 
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DiDs die PytJbgoreer ein «oderee Zabteo^ysteiiit sds das (cUdneobe« 
gehiibt hätten, etwa ein dem un$rigen aboUdbeSi in dem den Ziffern av»s«r 
ihrem absoluten noch ein Stelleawertb zaertheilt i^ird — d^von iBd0t 
«ich i& den als acht erkannten all -pythagoreischen Fragmenten nicht dte 
gsrihgstt Spur. Aber, kann man liier einwenden» „die Pytbagoreer fühl* 
teil kein Beddrfniss Schriften abzufassen, die mündlicbe Rede reichte, su^ 
mal ia dem engen Kreise der einzelnen Stfidte, voUkoinmea aus, si^ war 
kbetidiger uad wirksame als das tedte Wort» und steht ja auch mit 
dem ganzen Sinne dieses Ordejis, der keine Sehriflstellereitelkeit gestatr* 
tete, and mit jener frühen Zeit, welche noch gar kein einigeritoassefl au»* 
gebildetes Sdiriftwesen kannte, in viel besserem Einklänge'* (Gruppe 
a.a.O.)* Lassen wir diesen Einwurf gelten und nehmen wir an, daas die 
Pytbagoreer irgend ein dem insrigen ähnliches Zahlensystem besesseli 
bfitleo, so wurden sie es gewiss ihren Mitbürgern mitgetheilt, d^feselbe 
würde weiter verbreitet worden sein und sich im gewöhnlichen Gebrattdi 
eriiaken haben* Es ist überflüssig zu beilnerken, dass Archimedes, der 
dem Sitze des pythagoreischen Ordens so nahe lebte und zu deaiaeUian 
griecfaisrhen Volksatamm gehörte, gewiss davon Kunde erhalten» die Vor** 
zügüdikeit vor dem griechischen Zahlensystem erkannt und desselben sich 
auch bedient haben würde. Im Gegentheil sind htAreichende Andoiilfin* 
gen Torhanden, dass die Pytbagoreer die Zahlen sich gebildet dachten» 
nicht durch Position, sondern darch Addition und Multiplication. Sk 
Bannten z. B; die Zehnzahl die vollkommene Zahl» weil sie aus 1 + 2 + 
3+4 entsteht und weil demnach in ihr die «infacbsten , bei den «biigan 
zu Grunde liegenden Zaiilen alle enthalten sind; sie legten ferner den 
fiCahlen Eigenschaften bei, die ihnen in Räcksidkt ihrer Factoren zukom- 
men, z. B. der Zahl 18 die Eigenschaftien, die den Zahlen 3 und 4 su* 
ertfieilt waren. Welch fruchtbares Feld der Speculation hätte sich ihnen 
lerMTaet, wenn sie auf den glücklichen Gedaidten gekommen wircn, die 
^Quantitäten durch 9 Ziffern auszudrücken, indem sie ihnen einen ahso* 
kilea und zugleich einen Stellenwerth gegeben hätten! — Hierzu hommt, 
dass der Tradition zufolge dem Pythagoras die Erfindung oder vielmehr 
die aUgememere Einfäfarung des sogenannten Abacns Pythagorioitö oder 
dar pythagoreiBcben Rechentafel (mansa geometricalis) zugeschrielMi 
wird — einer Vorrichtung, deren maa sish duicb ganz AaieR 



iltestto Zdtten beiii Rmchnto bedieiite. Bekanntlich dient ab^r gerade 
diese Vorrioblong, um deib Mangel der Position abzuhelfen; mitbin giebt 
dies Hülfsniittel den besten Beweis fär unsere fiebaiiptting, dass den Py« 
thagoreeni eki dem unsrigen ähnliches Zahlensystism unbekannt gei^*^ 
sen ist« ' 

Es ist Ton Gruppe in der oben angefahrten Schrift fast mit Ge^ 
wiBsheit üaohgawiesen worden^ dass bei weitem die meisten der sogenttnn* 
tta pjrtbegereischen Fragmente Ton einem mit griechischer Bildung yer- 
traoten Juden im 1. iährbundert nach Ch< zu Aiexandrien gefälscht wor*- 
den üioA* Die Annabkne, dass von dem Fälscher den Pythagoreern der 
Geb#aiioii besonderer, yon den griechischen verschiedenen Zahlzeichea 
tngcsckrifeben wurde » klingt durchaus nicht unwahrscheinliob. Demselben 
komite die Sage nicht unbekannt sein» dass Pythagoras Reisen im Orient 
und naofa Aegypten gemacht ; es lag mitbin nahe, bei der Fälschung irgend 
ein Ziiblessystem Aegyptens oder des Orients zu gebrauchen y ebenso wie 
er bei der Fälschung der Fragmente der pythagoreisdien Pbilosopbemen 
religiöse Vorstellungen der Juden beimischte. Er griff zu den arabischen 
Gobär- Ziffern, die wegen der uralten Verbindung zwischen Juden und 
Arabern ihm nicht unbekannt sein konnten, und die wegen ihres Namens 
Gebär (Staub) zu dem ursprünglich im Sande gezeichneten Abacus treff* 
lieh passten.*) Da nun die ersten Anlange der Religionsphilosophie der 



*) Die Gobär-Ziffern wurden zuerst von Sylvestre de Sacy ili einen 
arabischen Manuscript aus der Bibliothek der alten Abtei St. Germain du 
Pr^s entdeckt und von ihm in seiner Grammaire Arabe Tom. T. planche Vlll. 
bekannt gemacht. In diesem Zahlensystem giebt es neun Ziffern, die mit 
einem, zwei, drei u. s. w. darüber gesetzten Punkten versehen werden, uiü 
beziehungsweise Zehner, Hunderte^ Tausende u. s. w. auszudrücken, was viel- 
leicht zu ihrer Benennung gobAr d. h. Staub, Veranlassung gegeben hat. 
Man hat diese Gobär- Ziffern häufig mit den indisch - arabischen verglichen und 
aus der äussern Aehnlichkeit auf eine Verwandtschaft der beiden Zahlensysteme 
schliessen wollen; sie unterscheiden sich aber sehr bestimmt dadurch von 
einander, dass in dem Gobär» System die Punkte über den Zitfern stehen blei- 
ben, wenn noch andere Ziffern nachfolgen, anstatt in dem indisch - arabischen 
System die Nullen verschwinden; in dem Gobär* System ist mithin keine Spur 
VtOfr PwHioö , stytfdettr der Wefrth der Ziffer« vfrtrd durüh hiiizugefügte apices 
(Punkte) angezeigt. — IH« i&diirchte GominentatoTefi der Caibbala uild th 

7* 
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Jaden, der sogenannten Cabbala, bis in das 2. Jahrhundert nach Cb. 
sich verfolgen lassen, und da pythagoreische Lehren vorzugsweise darin 
verwebt wurden — es entstand sogar die Mythe, dass Pythagoras der 
Erfinder der Cabbala sei — so ist nicht zu verwundern, wenn die von 
dem Fälscher den* Pythagoreern beigelegten Ziffern in der Cabbala AuF- 
nahme fanden, und dass ähnlich wie bei den Pythagoreern , die Zahlen 
in der Cabbala gebraucht wurden, um etwas Geheimnissvolles, Mystisches 
auszudrucken, so wie auch als astrologische Figuren. Diese jüdische 
Geheimlehre fand unter den Christen viele Anhänger« und so wurden 
denselben jene Zahlzeichen bekannt.*) Für die Wahrscheinlichkeit un- 
serer Annahme, dass nämlich die in der fraglichen Stelle des Boetbius 
vorkommenden Zahlzeichen arabischen Ursprungs sind, sprechen noch 
die Namen, die diesen Zahlzeichen daselbst beigelegt werden; sie lassen 
sich sämmtlich auf arabische Formen zurückfuhren und liefern mithin 
men neuen Beitrag zu der Behauptung, dass die damit bezeichneten 
JZiffern als unterschoben betrachtet werden müssen. 

Fassen wir das Bisherige noch einmal kurz zusammen, so ergiebt 
sich daraus, dass in den als acht erkannten alt -pythagoreischen Fragmen- 
ten nicht die geringste Spur eines Zahlensystems mit Position sich findet, 
dass vielmehr ziemlich sichere Andeutungen vom Gegentheil vorhanden 
sind; und zweitens, dass wenn in den pythagoreischen Fragmenten andere 
als griechische Zahlzeichen vorkommen, diese als in späterer Zeit unter- 
geschoben anzusehen sind. 



jüdischen Mathematiker des frMhen Mittelalters scheinen sich vorzugsweise der 
Gobär- Ziffern bedient zu haben; dadurch haben sie vielleicht auch die ur- 
sprunglich schlankere Form verloren und eine mehr den jüdischen Schrift- 
zQgen angemessene , unter welcher sie in den Manuscripten häufig vorkommen, 
erhalten. — Auf die Wichtigkeit der Gobär- Ziffern und auf ihre Bedeutung 
in der Entwickelung des dekadischen Zahlensystems hat zuerst Alexander 
von Humboldt in der berühmten Abhandlung: Ueber die bei verschiedenen 
Völkern üblichen Systeme von Zahlzeichen und über den Ursprung des Stel- 
lenwerthes in den indischen Zahlen (Cr eile's Journal, Band 4) hingewiesen. 

*) Hiermit soll nicht gesagt werden, dass die Christen nur auf diese 
Weise mit den Gobär- Ziffern bekannt geworden sind. . 
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Mit diesen Ergebnissen gehen wir nun zunächst zur Betrachtung 
der Stelle am Ende des ersten Buches der Geometrie des Boethius, 
die allein zu der Annahme, dass der Ursprung unsers gegenwärtigen 
Zahlensystems von den Pythagoreern herzuleiten sei, Veranlassung gege- 
ben hat. Zwei Fälle sind möglich: entweder ist die in Rede stehende 
Stelle von Boethius verfasst, oder sie ist später hinzugesetzt. Wir 
nehmen vor der Hand den ersten Fall an. 

Die Geometrie des Boethius besteht aus 2 Buchern. Nachdem 
er in dem ersten einen dürren Auszug aus den 4 ersten Büchern der 
Elemente Euklid's gegeben und einiges zur Erläuterung hinzugefügt hat, 
führt er so fort: 8ed jam opus est ad Geometriealis mensae traditionem 
ab Archita, non sordido hujus disciplinae autore, latino accommodatam 
venire, si prius praemisero, quot sint genera angulorum et linearum, et 
pauca dixero de summitatibus et extremitatibus. Dies führt er aus und 
setzt alsdann hinzu: Nosse autem hujus artis despicientem, quid sint di- 
giti, quid articuli, quid compositi, quid incompositi numeri, quid mul- 
liplicatores, quidve divisores, ad hujus formae speculationem , quam su- 
mus traditnri, oportet. Digitos vero quoscunque infra primum limitem, 
id est omnes quos ab unitate usque ad denariam summam numeramus, 
veteres appellare Iconsuerunt 1234S678 9. Articuli autem omnes 
decem in ordine positi et in infinitum progressi nuncupantur. Compo- 
siti quippe numeri sunt omnes a primo limite, id est, a decem usque ad 
secundum limitem > id est 20, ceterique sese in ordine sequentes exceptis 
liroitibus; incompositi autero digiti omnes annumeratis et omnibus limi- 
tibus. Multiplicatores igitur numeri mutua in semet replicatione volvuntur, 
id est, interdum major minoris, interdum autem major majoris multipli- 
cator existit. Interdum vero numerus in se excrescens multiplicationis 
augqaenta susdpit. Divisores autem majorum semper minores constituun- 
tur numeri. 

Unter der Aufschrift: De ratione «baci, folgt nun die in Rede ste- 
hende Stelle. Sie lautet: Priscae igitur prudentiae viri Pythagoricum 
dogma secttti , Platonicaeque autoritatis investigatores , speculatoresque 
curiosi, totum Philosophiae culmen in numerorum vi constituerunt. Quis 
enim Masicarum modulamina symphoniarum numerorum expertia censendo 
pemoscat? Quid ipsius firmamenti syderea corpora stellis compacta na- 
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tur^Q nuca^rorum ignaru« deprebendat, orlusque wgoartiim et occuMis col- 
ligat? etc, Pythagori^ vero, ne in muItiplioatioDibus qt pariitionibüs et 
ia podi&mis aliquaudo fallereoturi ut in oronibua erant iDgeoioaJssüni et 
subtilissimi , deacripserunt sibi quandani farmulam^ qmun ob bonorem 
&Ki praecaptoria m^nsani Pythagor^aoo nominabant, quia boc quad 4e^ 
pipxerant» magi^tro praemoußtraDte cagnQVerant. A poaterioribua appal- 
labatur abacus, ut quod alla mente conceperant, melius, ai quaai Ti4eado 
astanderent, in notitiam omniun) tranafundera poaaent, «arnque aobterius 
^bi(a aat mira de&criptione formabant. Hiaramf folgt in dar Mehrzahl 
der gedruckten Ausgaben*) der Schriften dea Boatbiua die bekannte Ein« 
paleinatabelle (die durch eine aonderbare Verwechselung, Tielieioht auf 
Qrund dieser Stelle des Boethius, ebenfalls abacus Pyihagoricus benannt 
worden ist) wozu aber der nachrolgende Text durchaus nicht passt Zwei 
gute Codices aus deni 11, Jahrhundert indessen, der eine in der Altdor^ 
fer, der andere in der Biblietbek der Stadt Cbartrea, bieten an dieser 
Sterte ein Tableau dar, das mehrere Aeihen Zahbeichen Tön der Rechten 
zur Unken geschrieben enthalt, Mannert bat dasselbe zugleich mit 
ejiß»m ^i^f^k dea nachfolgenden Textes nach dem Altdorfer Codex genau 
in Kupfer stechen lassen und seiner Abhandlung: De numeroram quos 
AraJUcos Yocant ?era origine Pytbagorica , ^[orio[|b« 1801 , beigefugt. Ich 
laaae hier eij(ie »(^glichst treue Copie vqn H a n n e r t'a Abbildung folgen, 
daneben der Vergleichung wegen die Zahlzeichen, die Cbaslea aus de» 
Cp4ei^ der Bibliothek zu Cbartres mitgetheilt hat (Geschichte der Geo- 
metrie u^ s. w» S* §39 ff. deutsche Uebers«) zugleieh mit denen aus eiii^m 
Blanuscript vom Anfang de^ 12. Jahrhunderts, das dersethe in den 
Comptea rendus de TAcademie des scierices 1943 bekannt gemacht hat, 
a^$;Qrdem die ZahUeicben aus einem Manus^V)t um die Milte des 13« 
Jahrhunderts , das im Besitz Leibni^eps mar und eich gegenwärtig auf der 
Königlichen Bibliothek zu Hannover befindet, und zuletzt die GqbAr^^if^ 
fern wA Sylvestre de Saoji» 

Gs fällt sogleich in die Augen, dasa in beiden Ifand^ehriAen awi^ 
^hea den Zahlzeichen des Tableaus und denen dea nackfo|g€i»den Text« 
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^) In der er&Un Ausgabe der sämi^AlicheD Werke des Boednut (¥iBe* 
4i^ 149^) felgl, ein lee^v Plata^^ 
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^"""^^modo utebant HÄtrf)AntmMn {Werfe- 
f&rraAto^ Aptcef tiet caraxrtere/^ Q^uida 
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theilweise eine VerschiedeDheit stattfindet; sie ist in der Matineri*s un- 
bedeaten^d, dagegen in der von Chasles eingesehenen Bandschrift bei 
manchen Zahlzeichen sehr aufTallend. Dagegen zeigen beide Bandschriften 
eine ziemliche Uebereinstimmung hinsichtlich der in dem Text befindlichen 
Zahlzeichen, die tielleicht noch grösser sein wurde, wenn anstatt der 
zweiten Nachbildung der Zahlzeichen Chasles' die Handschrift Ton Char- 
tres selbst vorläge. Vor allem ist aber hervorzuheben, dass beide Ta- 
Ueaos ein zehntes Zahlzeichen darbieten, das in dem Text fehlt. Dem-^ 
nach darf wohl die Annahme gerechtfertigt erscheinen, dass die Zahl- 
zeichen des Tableaus' von einer andern Hand herrühren, als äie des 
Textes; denn wenn die letztere Boethias schrieb, so wfirde doch offenbar 
derselbe nicht von diesen verschiedene in das Tableau gesetzt und keinen^ 
falls unlerlassen haben, etwas über das zehnte Zahlzeichen Im Texte £tt 
bemerken. — Vergleichen wir nun die Zahlzeichen des Textes, deren 
grössere Uebereinstimmung schon bemerkt ist, mit den Gobär- Ziffern, so 
ergiebt sich bis auf einige unbedeutende Kleinigkeiten^ die wohl auf 
Rechnung mangelhafter Copirung gesetzt werden könnten, eine auffallende 
Uebereinstimmung, besonders mit denen in dem von Hannert getretr mH- 
getheilten Text. Die Annahme , dass diese Zahlzeichen des Textes Gobto'- 
Ziffern sind, die in gewissen untergeschobenen pythagoreischen Fragmen- 
ten sich fanden, gewinnt an Wahrscheinlichkeit durch das« was im Texte 
weiter gesagt wird. Die Worte des Textes unmittelbar nach dem Tableau 
lauten nämlich so: Sitperiu» vero digeslae descriplienis formula hoc 
modo .utebantor. Habebant enim diverse formatos apices vel caracteres. 
Quidam enim hujuscemodi apicum notas sibi conscripserant, ut haec no- 
tula responderet I etc. Es folgen nun die Zahlzeichen des Textes; dar- 
auf heisst es weiter: Quidam vero in hujus formae descriptione literas 
alfabeti sibi assumebant hoc pacto, ut litera, quae esset prima, unitati, 
secunda binario, tertia ternario, ceteraeque in ordine natural! numero 
responderent naturali. Alii autem in hujusmodi opus apices natural! nn- 
mero insignitos et inscriptos tantummodo sortiti sunt. Hos enim apices 
ita varie ceu pulverem dispergere in multiplicando et in dividenda con- 
suerunt, ut si sub unitate naturalis numeri ordinem jam dictos caracte- 
res adjungendo loeare&t, non alii qaam digiti nascerentur. Betrachten 
wir diese Worte ganz unbefangen , so sagen sie weif er nichts , als dass 
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die Pytbagorerer sich verschiedener Zahlzeichen bedient bSttent und zwar die 
einen gewisser Cbaractere, welche apices genannt werden, andere hätten 
die Buchstaben als Zahlzeichen gebraucht} jene hätten die Gewohnheit ge- 
habt, diese apices beim Multipliciren und Dividiren „ceu puWerem disper- 
gere'*: eine Redewendung, die an die bilderreiche orientalische Ausdrucks* 
weise erinnert, und die, wie es scheint, aus der Uebersetzung von gobär 
(Staub) entstanden ist. — Wir geben zunächst noch die folgenden Worte: 
Primum autem numerum, id est binarium (unitas enim^ ut in Aritbmeticis 
est dictuDQ, numerus non est, sed Ions et origo numerorum) 10^) in* 
scripta ponentes 20, et ternarium 30, et quaterifarium 40, ceterosque 
in ordine sese sequentes proprias secundum denominationes assignare con- 
stituerunt. Sub linea vero centeno insignita numero, eosdem apices po- 
nentes binarium 200, ternarium 300, quaternarium 400, ceterosque cer- 
tis denominationibus respondere decreverunt. In sequentibus vero pagi- 
nularum lineis idem facientes nullo erroris nubilo obtenebrantur. Diese 
Worte sind nur zu verstehen und lassen sich am besten mit den vor dem 
Tableau vorausgehenden in Zusammenhang bringen, wenn an die Stelle 
des^ in den beiden Handschriften enthaltenen Zahlentableaus und anstatt 
der in den gedruckten Ausgaben befindlichen Einmaleinstabelle ein ein- 
facher Abacus gesetzt wird, dessen man sich vor Einführung unsers ge- 
genwärtigen Zahlensystems beim Rechnen bediente. Derselbe hatte diese 
Form: 



MI 



M 



Dadurch verliert zugleich die ganze Stelle die Dunkelheit, die man bis- 
her darin gefunden hat. Insofern aber der Verfasser derselben sich des 
Abacus bediente, so muss die Annahme fallen, dass er ein Zahlensystem 
mit Position gekannt hat. — 



*) So lautet an dieser Stelle der Text; offenbar sind die Worte „sub 
linea *' vor 10 ausgefallen. 
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Betra^bteo mt noch einmal die zuletzt mitgetbeilten Worte, so stos- 
sen wir sogleich anfiiegs auf den eingesdiobenen Satz: Unitas numerus 
non est, sed fons et origo numerorum. Was soll dies pythagoreische 
Pbilosophem, das nicht als eine in den Tcit gekommene Glosse ange* 
sehen werden darf, hier zur Stelle, wo von praktischem Kechnen die 
Rede ist?. Soll etwa das Rechnen ohne die Eins geschehen? Nehmen 
wir dazu noch die schliesslich folgenden Regeln über Multiplication und 
Division, die so mangelhaft und undeutlich dargestellt sind, dass sie, we* 
nigstens in der vorhandenen Gestalt, unmöglich von Boethius, der mit 
der Arithinetik so vertraut war, verfasst sein können, so kommen wir zu 
dem zweiten der oben aufgestellten Fälle, dass die ganze in Rede stehende 
Stelle am Ende des ersten Buches der Geometrie als nicht von Boethius 
herrührend zu betrachten ist« Schon das muss mit Recht befremden, 
dass in einer Schrift über Geometrie und zwar am Schlüsse des ersten 
Buches ein Stück Arithmetik angehängt ist; alsdann aber dürfte sich we- 
nigstens theilweise von dieser Stelle eben dasselbe nachweisen lassen, was 
Chasles in Bezug auf ein ähnliches arithmetisches Stück, das am Ende 
des zweiten Buches der Geometrie sich findet, gezeigt hat. Derselbe hat 
nämlich von dem letzteren bemerkt, dass es aus dem ersten Buche der 
Arit)imetik des Boethius compilirt ist (Geschichte der Geometrie S. 525) ; 
auch in unserer Stelle finden sich Spuren^ dass sie aus der Arithmetik des 
Boethius zusammengelesen ist: ausser dem zuletzt besprochenen Satz lassen 
sich die oben angeführten Worte: Quis enim Musicarum modulamina sym- 
phoniarum numerorum expertia censendo p^rnoscat? etc. in dem Capitel, 
in welchem Boethius von dem Nutzen der Arithmethik handelt, nach- 
weisen. — Wir gehen noch einen Schritt weiter: wir behaupten» dass die 
ganze Schrift über die Geometrie, von der Boethius der Verfasser sein 
soll, nicht von ihm herrührt. Freilich können wir vor der Hand unsere 
Behauptung nur dadurch rechtfertigen, dass wir Boethius in den matbe- 
nvitisclien Wissenschaften zu gut bewandert und überhaupt zu philoso*- 
l^sch gebildet voraussetzen, als daßs. er ein solches elendes Machwerk, 
wie diese Geometrie ist, zusammengetragen haben sollte. Boethius war 
im Mittelalter ein vielgelesener Schriftsteller; die Versuchung war daher 
lockend, ihm, dessen Arithmetik allgemein bekanpt war, auch ein Werk 
über die Geometrie uQterafuscfiieben. Wir setzen den Verfasser dieser 
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Geometrie in das Zeitalter Gerbert's oBd seifier Schuler, in welchem 
mitten in jenen finstersten Zeiten des Mtttehlters auf kurze Zeit hesen- 
ders die mattiematischen Wissenschaften cshivirt mirden. Es existirt näm- 
lich eine Abhandlung anter dem Titel: De mnnerorum divisione» deren 
Verfasser ungewiss ist (ob Beda oder Gerbert?>die nach Chasles 
(a» a« 0. S..529) eine grosse Aebniichkeit in Hinsicbt auf den Gegenstand 
und selbst bis auf die Worte mit der in Rede stehenden Stelle des Boe- 
tiiitts zeigt, und die derselbe för eine Nachahmung und Entwickelung die^ 
aar letirtern hill (8. 58'^). Wer aber, kann man mit Recht fragen, Ter- 
möchte wohl von einer so äusserst verworrenen Stelle, wie 4ie unsere, 
eine Entwicklung zu geben? Wir sckliessen umgekehrt: ans derAt4iand- 
hing: De numerorum divisione^ ist die besprochene Steiie von einem /der 
sicherlich nicht viel von der Sache verstand, compilirt worden und Wd-* 
leicht zugleich mit ihr die ganze Schrift über die Geometrie, die den 
Boethine 2ugeschrid>en wird. 



Wir griien jetzt zn der Prüfung der zweiten Ansicht über, naeh 
welcher wir unser Zahlensystem den Arabern verdanken, die es wiedemm 
von den Indern entlehnt haben. 

Das den Arabern eigentbömficbe Zahlensjsten besteht aus 28 Zei** 
chen , von denen die ersten neun die ZaMen von 1 bis 9, die darauf fol- 
genden neun die Zehner, die alsdann folgenden die Hunderte, und das 
letzte Zeichen 1000 bedeuten. Sie bilden die zwischen diesen Grämen 
liegenden zusammengesetzten Zahlen durch additive Nebenetnend^rstellungf 
indem sie, nach semiftscher Weise, von itr gNisseren Zahl itt der klei- 
neren von der rechten zur linken Hand, wie in der Bnühstabenschfift, 
fortschreiten. Demnach ist in dem den Arabern elgenCbämliehen ZaMea« 
System keine Spur von Positionswerth der Ziffern zu finden. 

Die Araber gebrauchen aber noch andere Zahlzeichen, <tre sie in- 
dische nennen. Nicht allein diese Benennung, sondern dass sie audi 
selbige von der Linken zur Rechten fortschreitend sehreiben, deutet e^ 
fenbar auf einen fremden Ursprung dieser Zahlzmfaen. Syl^estre de 
Sacy (Grammaire Arabe Tom. I. cap. VIII.) giebt sie folji^dermassen an: 

t r l" f ö 1 V A 1 ♦ 
1294567800 



Er »elzt binst, dasa 5 oft die Gestalt a hat und dass an die Sielht des 
Punktes die tritt. Diese ZiAlzeicben werden nun so gebraucht, 4a8s 
ihnen ein ab^^hiter und xngleieh ein von ihrer Stella abhängiger Werth 
beigetiegt wird, und es ist die Annahme entstanden, dass daraus onsere 
Zahlzeichen und unser Zahlensystem hervorgegangen sind. 

Wir werden demnaeh hinsichtlich des Ursprungs unsers Zablensy- 
stemß auf Indien verwiesen , und es ist nöthig, die Leistungen der Inder 
in der Arithmetik in Betracht zu sieben. 

$0 wie man schon iSngst von dem hohen Alterthum der indischen 
Gelehrsamkeit überhaupt zurückgekommen ist, so durften auch die An« 
fSnge der wissenschaftlicben Behandlung der Arithmetik in Indien nicht 
über die ersten duristUcben Jahrhunderte hinaus zu versetzen sein. Zwar 
berichtet Massoudi, der im 10. Jahrhundert nach Ch. schrieb, dass 
die Inder die Erfindung der 9 Zahlzeichen auf ihren ersten Ktaig Brahma 
zurfickfübren ; dieser Angabe indess stdit entgegen, dass in den Sanskrit«* 
Schriften Aryabhatta's, der in den ersten christlichen Jahrhunderten 
lebte, nodi keine- besonderen Zahlzeichen, sexidern die Budbstabefi des 
Alphabets als Zahlzeichen vorkommen. Es liegt wobl in der Natur der 
Sache, dass das indische Zahlensystem nicht auf einmal erfanden » son« 
dern aUmShlig ausgebildet worden ist; dass es aber ursprünglieb in In« 
diem entstanden und nicht etwa fremde Einflüsse auf die Ausbildung des-* 
selben eingewirkt haben, zu dieser Behauptung ist »yan berechtigt, wenn 
man bedenkt, wie wenig zugänglich die Bewohner Indiens waren, wie fosi 
sie an ihren Sitten und Gewohnheiten bingßn, und vAe: sehr sie aUes 
Fremde verabscheuten. Die Vorzuge:, die das indische ZablensysleM vor 
allen andern voraus bat: leichte Anwendbarkcifl:, Blnßdiheit und Sicher- 
heit in den RechnungseperatioAe», mussten dsmsnlben sehr bald allge-^ 
mein Ein^sAg v^rschaSbn; es wurden 4adm^h niclit allein die Hechonn'* 
gen > die im Verhciir des Leb^a vorkommen , Wicht erlernt und vervidl* 
komnunet» aueb die Behandiong rein wiasensdiaftlicher Fmbkme wurdn 
so gefördert, dass die indischen Mathemaliker im Besitz von Auflösungs- 
methoden von Gleichungen waren, die man erst im 17. Jahrhundiprt im 
Abendlande von Neuem auffand und die bis auf die neueste Zeit ohne we- 
sentliche Verbesserung GeUung behalten haben» So nichtig, ja nberwäl- 
ngend war der Einflttss, de» in Jndie« das MiadisdMi Zahlensystem auf 
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die andern Gebiete der Wigsenschaft äusserte, dass die Arithmetik äberall 
vorherrschte und die Geometrie als ein Theil derselben erscheint*). 

Es entsteht nun die Frage, auf welche Weise und um welche Zeit 
das dekadische Zahlensystem von den Indern zu andern Völkerschaften 
übergegangen ist. Wir folgen hierin den Berichten des Albyruny aus 
dem Anfange des 11. Jahrhunderts, die Reinaud in seinem ausgezeich- 
neten Memoire sur l'Inde, Paris 1849, zu Grunde gelegt hat. — Alby- 
runy (sein vollständiger Name ist Abul-Ryhan Mohammed Alby- 
runy) war einer der ausgezeichnetsten Männer seiner Zeit. Er verstand 
Griechisch und übersetzte aus dem Sanskrit; ausserdem war er in der 
Mathematik wohl bewandert und ein vorzüglicher Astronom. Als in dem 
ersten Jahrzehnt des 11. Jahrhunderts Mahmud der Gaznevide ein Heer 
rüstete, um in Indien einzufallen, lud er Albyruny und dessen Freund 
Avicenna ein, um bei dieser Gelegenheit in die Culturländer Indiens, 
den Landstrich zwischen Ganges und Dschumna, einzudringen und sich 
mit der Weisheit der Inder bekannt zu machen. Albyruny folgte allein 
dem Rufe und verweilte längere Zeit in Indien. Er hat einen sehr inter- 
essanten Bericht über diesen Aufenthalt hinterlassen , der ein vollständiges 
Bild über den Zustand der Halbinsel in wissenschafllicher Hinsicht giebti 
In demselben spricht er folgendermassen über die Ziffern und das Zah- 
lensystem der Inder (nach der Uebersetzung Rei nau d's a. a. 0. S. 298 ff.) : 
Les Indiens, ä la difference de nous, ne se servent pas des lettres de 
leur aiphabet pour indiquer des nombres. Mais, de m^me que Talpbabet 
varie suivant les provinces, les chiffres changent aussi; les indigines les 
nomment anka. Les diiffres dont nous faisons usage sont empruntes ä 
ce que Ton a trouvi de plus convenable cbez eux. Du reste, les formes 
sont indifferentes, pourvu qu'on s'entende de part et d*autre. Dans le 
Cachemire, on ne se sert pas de traits particuliers pour exprimer les 
nombres; on a adopte les signes employ^s par les Chinois. Mais un 
point sur lequel tous les Indiens sont d'accord , c'est de procider d'apr^s 



*) Eine vorzügliche, sehr ausführliche Darstellung der Leistungen der 
Inder in den mathematischen Disciplinen findet sich in der Schrift : A. Arneth, 
die Geschichte der reinen Mathematik, in ihrer Beziehung zur Geschichte der 
Entwiekelung des menschlichen Geistes« Stuttgart 1852. 
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le ftfBtime dedmal, d< maniire qu'en posanl plasieors duSres ä cM 
k8 uDft des aaüres, un cbififre iquivaot toujours au dixiime de celui qui 
suity et au dicuple de celui qui prec&de. — Aus diesen für unsern 
Zweck b6chst wichtigen Worten folgt 1) dass zu Anfang des iL. Jahrhun- 
derts die Araber bereits das dekadische Zahlensystem angenommen hatten» 
und zwar scheint es , als wenn dies schon längere Zeit ?orher stattgefun* 
den; femer 2) dass die Araber die indischen Zahlzeichen, wenigstens 
nidit sänmitliche, jiicht in der Form bei sich einfährten, die sie bei den 
Indem hatten; sie entlehnten vielmehr nur das, was ihnen zweckmässig 
(convenable) schien. Da sie fanden, dass die Gestalt der Ziffern in lO'* 
dien selbst von Landstrich zu Landstrich eine andere war, so entnahmen 
sie vorzugsweise nur das System , das trotz der Verschiedenheit der ZahU 
seichen durch ganz Indien gebräuchlich war. Namentlich entlehnten die Araber 
nicht das Zeichen für die Null von den Indern, und zwar deshalb, weil iA 
ttirem eigenen Zahlensystem die Ziffer für 5 grosse Aehnlichkeit damit 
hatte lind leicht verwechselt werden konnte. Sie setzten dafür einen 
Punkt , übersetzten aber das Sanskritwort (soünya) womit die Inder die 
Null bezeichneten, und gaben dem Punkt die Benennung sifr d.h. leer, 
woraus das Wort Ziffer entstanden ist. Hiermit stimmt auch Ruschen 
Ali, der persische Gommentator der Schrift: Essenz der Rechenkunst von 
Mohammed Behä-eddin ben*Alhosain Al-ämull (arabisch und 
deutsch herausgegeben von Nesselmann, Berlin 1843) der sich nach 
Nesselmann's Uebersetzung (S. 61) so ausdrückt: Wisse, dass, wenn 
an irgend einer von den Stellen keine Zahl sich findet, man dann, um 
die Stelle anzudeuten, die Gestalt des Final -Ha, nämlich s, welches das 

Zeichen Sifr im Sinne von etwas Leerem ist, schreibt Wisse, dass 

der Unterschied zwischen dem Zeichen der Fünf und der Gestalt der Null 
der ist, dass man die Fünf in Gestalt eines kleinen Ain {^) schreibt, 
weiches das Ende seines Gürtels bis nach oben hin gehen lässig in die« 
ser Art o, dass man aber lür Null das Final -Ha schreibt. Gegenwärtig 
ist es Sitte > das Final -Ha für die Fünf zu gebrauchen und die Null 
durch einen Punkt auszudrücken. — Die Araber setzten also für das 
Zeichen der Null den Punkt; entsteht da nicht unwillkührlich die Ver- 

■ 

fnuthung, dass in dem bisher von ihnen gebrauchten Zahlensystem der 
Punkt bereits eine Bedeutung hatte« ähnlich wie in dem Gob&r- System! 
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Mer bedientai sich die Araber dts Gob&r^-Sjsttkns^ btToIr sia d» io^ 
diftche System annahmen? Die fieantworlung dieser Frage ersebeint saht 
schwierig; sie ist nur dann möglich, wenn ein gründlicher Kenilar des 
Arabischen einmal die allmihUgea Umwandfamgen , weiche die Arabel* mit 
ihren Schrift •» und Zahizeidiea yorgenommen haben, gtnati Verfdigt» 
Deattoch durfte sieh die Art und Weise, wie das imlÜBChe System anf 
die Araber übergegangen ist, schwer mit Bestimmtheit ertnhtein lasseA; 
gewiss ist dieser Uebergang nicht auf eia Mal geschehe». Es sobeiiit, dass 
das dekadische System bei den Arabern zueM im Verkehr des Lebens» 
im Handel üblich geworden iet; dies stimmt nicht allein mit dem Wtsea 
der indischen Aritlimetik -^ in Indien ist die Aritbmetill nie ekie selbst-* 
ständige Wissenschaft gewesen > sie war nur für praktische Zwecke Tor^ 
banden (Arneth a. a. 0. S. 141) -^ sondern es deutet auch dabin dit 
Erzählung, dass Avicenna in der zweiten Hälfte des 10« Jährhanderis 
Ton seinem Vater zu einem Oeihändler geschickt wurde, um toh dtescü 
in der indischen Rechenkunst unterrichtet zu werden*), so wie oaok 
dass in der ersten arabischen Schrift oher üe Algebra, die aiif BefeH 
des Chalifen Almamum Ton Mohammed ben Musa ia der erstell 
Hälfte des 0. Jahrhunderts nach indischen Vorbildern verfasst würde » ia 
dem Text nur Zahlwörter und bloss an eiaigen Figuren Ziffern vwkoin* 
men**). Aus dem Letzteren darf offeabaiT geschlossen werden, dass um 
die Zeit der Abfassung dieser Schrift die indiscbea Zahlzekhea Hoch 
nidit unter den Arabera allgensein gebräucUioh waren, und dkss dei-i- 
halb Mohammed ben Musa es vorzog, die Zahlea durch Worte au»«> 
zudrücken« 



*) Es ist bemerkenswerth , das(s duch Leonardus Fibönäcci, Aet 
erste christliche Schriftsteller Über Algebra , gegen Eilde des 1 9. iuhrbuodeit^ 
auf eine älmliche Weise das dekadische Zahlensystem kennen lernte^ er wmrde, 
wie er selbst erzählt, auf Veranlassung seines Vaters« der die Rechte der pi- 
sanischeu Kaufleute an der Douane von Bugia in Afrika wahrnahm, daselbst 
im Rechnen unterrichtet. 

**) Numerais are in tbe tezt of the work always expressed by words: 
figures are only used in some of the diagrams, and in a few marginal notes. 
Bösen in der Vorrede zu: The Algebra of Mobamitfei! ben ttata. Loirdött 

isai. 
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Wen» ak^ die SinlUiniDg des dekadiidien ZsUeorfvIeniB unter im 
AnlHvn ailmählig tiht skh giag, wie es audl in der Natur der Sadie 
fiagt) so wird sieh keine beetiuunte Zeit dafür ermitteln lassen, soAdcm 
es wierden nur Griosen angegeben werden könnea, iwisohen welchen die 
Einfilhruiig stattgefttaden. Diie eine Granse, die obere» ist durch den 
Beridit Albyruny's festgestelit» der au Anfang des IL Jahrhunderts 
sebridi; um diese Zeit war das dekadische Zalilensysteaa bei den Arabern 
im fiebraucb. Welches ist aber die untere? Nach dem Cbronikon des 
Tbeoph'anes (Paris 1655> S. 3U) und nach dem Bericht des AbuU 
«barajii (Bist, compend. dynast. S. 230) ^rbot der Chali£ Walid, der 
um 700 naeh Ch« herrschte, den Arabern^ beim Schreiben der griechi*- 
sohen SchrilUQge sieh 2u bedienen; er mdiin aber von diesem VertMt 
«MdrdcUieh die griecbischea Zahlzeichen aus, die vor den daataUgeA 
ard>ischeii den Vorzag verdtenten. Demnach gebrauchten um das Jahr 
WO die< Araber noch nicht die indischen Ziffern. SicherUoh aber hann*> 
len die Araber im 0% Jahrhundert das indische System, denn um die 
IMle de» 0. Jahrhunderts yerfassten der beröhmte Alkendi und ein ani- 
ietet SdwiftsteUer , Sind, Sohn des Ali, Schriften über die indische 
Reebnufig (Vergl. Libri bist, des scienc^ malhemat. . en itaiie , Tom. L 
p*919 ond Reinaud s. a« 0« S« 302). Die allmlhliga VerbreiUtng des 
dekadieohen Zahlensystem nnter den Arabern wird abo ?om 0. bis zum IL 
Jahrhundert m seteen sein. Dass dieselbe sehr langsam vor sich ging» 
dafir spricht die oben aogefbbrte Brzählung aus dttn Leben ATicenna% 
sdwie auch, dass die Araber bereits an das Rechnen mit griechischen 
iiabteeicben sich gewöhnt hatten. 

Hieran knüpft sich nun die Frage, um welche Zeit das dekadisd» 
^blensystem zuerst in Europa unter den Christen Eingang fand. Die 
•bekannte Erzählung, dass Gerbert, der am Ende des lA. Jahrb. ab 
Sylvester 11. den papstlichen Thron bestieg , vor dem Jahre 070 Cordova 
besucht und daselbst von den Axaborn tinterricbtel nach seiner Ruckkehr 
das dekadische Zahlensystem zuerst unter den Chrbten verbreitet hätte» 
ist von Gbasles (Geschichte der Geometrie S. 58S) und zwar mit Recht 
bekämpft wiHrden^ Auch Rädinger (üeber Gerbert's wbs^scbaiUiche 
tAd* i^litbche Stellung, Gassei 18&1) slimsnt nach sargfältiger Prüfung 
4er VtrbäktibM ihm darin bei und erwiiist bb zwEäidafaL, dass Gncbert 
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nur in der spanischeo Mark, in der damals regea, g«tst%e8 Leben 
herrschte, gewesen sein könne, meint aber, dass derselbe unser gegeof- 
wärtiges Zahlensystem daselbst kennen gelernt und seine Schüler darin 
unterrichtet habe« Zwar wird eine endgültige Entscheidung über diesen 
Punkt nur dann erst gefällt werden können, wenn Gerbert's mathematisdie 
Schriften, die noch unedirt in der Bibliothek des Vatican liegen, einmal 
an die OelTentlichkeit treten, wodurch zugleich sich ergeben wird, von 
welchem Umfange Gerbert's Wissenschaft in den mathematischen Disdpli«- 
nen überhaupt war , und welche Kenntnisse er insbesondere in der Arith- 
metik besass; indess dürfte schon aus dem bisher Bekannten sich ermit- 
teln lassen ; wie ohngefähr jene Entscheidung ausfallen möchte. Nament- 
lidi gehört hierher das, was Rieb er, Gerbert's Scbüler, über dessen 
Bildungsgang und spätere Unterricbtsweise nuttbeilt; ausserdem verdienen 
einige Notizen Berücksichtigung, die zerstreut in Gerbert's Briefen sieh 
finden. Richer (Bist. lib. 111. c.43) erzählt, dass Gerbert ven dem 
Grafen Borell von Barcelona dem Bischof Hatto übergeben worden sei, 
um von demselben weiter ausgebildet zu werden; er setzt hinzu: Apud 
quem (Battonem) etiam in mathesi plurimqm et elficaciter studmt» Wäh- 
rend also Gerbert bei dem Bischof sich aufhielt, machte er seine mathe- 
matischen Studien.. Unter wessen specieller Leitung dies geschah, wird 
nicht erwähnt; indess gedenkt Gerbert in seinen spätem Briefen eines 
gewissen Joseph, den er einmal den Spanier i ein anderes Mal den 
Weisen nennt, und dessen Scbriit über Multiplication und Divisioa er 
von den Mönchen des Klosters Aurillac zu haben wfinsdit. Die Vermu- 
thung liegt nahe , dass Gerbert denselben in der spanischen Mark kennen 
gelernt und von ihm unterrichtet worden sei. Man weiss nichts Näheres 
über diesen Mann; doch scheint der Name Joseph auf einen Juden hin- 
zudeuten, und der Umgang eines Mönchs mit einem Juden darf insofern 
nicht befremden, als in den spanischen Landen die Juden eine weit hö- 
here Stellung, als anderswo, im bürgerlichen Leben einnabmen. Aber 
auch angenommen , Joseph sei ein Araber gewesen , so darf noch nicht 
mit Zuversicht behauptet werden, dass um die Mitte des 10« Jahrhunderts 
bereits das indische Zahlensystem unter den spanischen Arabern im Ge- 
hrauch war; denn es ist oben erwähnt worden, dass die Verbreitung 'des- 
i^elben sehr langsam vor sich ging. Dazu koinmt^ dasc^ zur Zeit Gerhert's 
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die Blutbezeit der arabischen Wissenschaft in Spanien moch nicht begon- 
nen hatte. „Die Männer, welche das arabische Spanien so berfihmt ge- 
macht und ihm einen so grossen Einflnss auf die Bildung des übrigen 
Europa verschafil haben, biüblen nach der Zeit, in welche Gerbert's 
Jugend ßllt. Ihn Sina (A?icenna) lebte im Anfange des elften, 
Geber von Sevilla um die Mitte dieses, Abu-Roschd (Averroßs) 
zu Ende des zwölften Jahrhunderts. Die Wissenschaft der spanischen 
Araber war im zehnten Jahrhundert noch wesentlich nationaler oder re- 
ligiliser Art " (Büdinger a. a. 0. S. 10). — Die in Rede stehende Frage, 
ob Gerbert während seines Aufenthalts in der spanischen Mark das deka-- 
dische Zahlensystem kennen gelernt, dürfte aber besonders durch die 
Nachricht ihre Erledigung finden, die Rieh er über Gerbert's spätere 
Unterrichfeweise in der Mathematik mittheilt ; er sagt (Bist. üb. III. 54) : 
In Geometria non minor in doccndo labor expensus est. Cujus intro- 
ductioni, abacum id est tabulam dimensionibus aptam opere scutarii effe- 
cit. Cujus longitudini, in 27 partibus diductae, novem numero notas 
(Munem numerum signi$cantes disposuit. Ad quarum etiam similitudinem« 
miUe corneos effecit characteres, qui per 27 abaci partes mutuati, cujus- 
que numeri multiplicationem sive divisi'onem designarent; tanto compen- 
dio numerorum multitudinem dividentes vel multiplicantes , ut prae nimia 
numerositate potius intelligi quam verbis valerent ostendi. Quorum 
scientiam qui ad plenum scire desiderat, legat ejus librum quem scribit 
ad C. (Constantinum) grammaticum, ibi enim haec satis habundanterque 
tractata inveniet. Gerbert bediente sich also einer Rechentafel, die er 
wegen des häufigen Gebrauchs oder auch zum Behuf des Unterrichts aus 
Leder verfertigen liess, und die in 27 Columnen getheilt war. Er hatte 
ferner 1000 hörnerne Würfel, auf welchen 9 Zahlzeichen geschnitzt wa- 
ren, wodurch er die Multiplication und Division einer jeden Zahl auszu- 
führen vermochte. Demnach gebrauchte Gerbert beim Multipliciren und 
Dividiren ein Hülfsmittel, was er auch deshalb nicht entbehren konnte, 
da er mit 9 Zeichen rechnete; es fehlte ihm das Zeichen, das in dem 
indisch - arabischen Zahlensystem eine fehlende Zahl ausdrückt, und des- 
sen Stelle der Abacus vertrat. Es wird also Gerbert die Kenntniss des 
ddiadischen Zahlensystems abzusprechen sein. — Man kann nun noch 
die Frage, auf wer fen> von welcher Art die Charaktere waren, mit welchen 
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Gerbet reicbnete. Er hatte sie in Hörn schneidea lassen; tbat er diei 
ledi^Iltli der ledernen Recheötafel wegen, oder wegen der, seinen Schü- 
lern nicht geläufigen Form der Zahlzeichen? Betrachtet man die Charak- 
tere äin Ehde des ersten Buches der Geometrie des Boethius, so dfiffle 
man sich leicht för das letztere entscheiden. 

Das lebhafte Interesse, das Gerberrs feifet für das Sludiniö der 
öiötheöiatiscben Wissenschaften angeregt hatte, erlosch mit seinen Scbä^ 
le^n, und es folgte ein Jahrhundert tiefer Unwissenheit. Ersft im 12, 
tind 13. Jahrhundert begann eine nachhaltigere Einwirkung der höhen 
Hultnr der Araber auf die chrisliichen Länder Eur^pa's, Toh Westen her 
auf Frankreiich, im Süden auf Italien. Es liegt nun in der Natur der 
Siache, dass während dieses Zeitraums einzehie, die mit Arabern längeiie 
Zeit in Berührung gewesen waren und den Gebrauch des Äeksrdischen 
"Ziahlensystems von ihnen erlernt hatten, Auch in der Heimath bei fedr- 
nudgen im Verkehr sich desselben bedienten , und es darf demnach nicht 
fcellrfemden, dais [in den Manuscripten aus jeiier Zeit die indisch - arabi- 
sehen Ziffern neben den römischen vorkoihmen; die afllgetneinere EinfiQ9!- 
irühg des dekä'disdien Zahlensystems lässt sich indess seit dei* Zeit niadr- 
weisen, in weldher Leonardus 'Fi'bona(rci seine Schriften verfasste. 
Derselbe beginnt sein unter dem Titel: Abbacus, im Jähte 1202 geschWe- 
bönes Werk fölgendermassen : Cum gehitör meus a Patria publrctrs scriba 
in Düaha Btigea pro pisanis mercatoribus ad eum confluentibus constita- 
tüs priaeesset, me in pueritia mea ad se venire faciens, inspecta utilitate 
et coh)moditate Aitura, ibi me studio abbaci per aliquot dies ita esse to- 
luit et doceri. tJbi ex tiiirabili magisterio in arte per norem figtiras Yn- 
dorura constitutns, scientia artis in tantuüi mihi prae caetetis ][i1aeuit et 
inteßexi ad iliara, quod quidquid studebaftur ex ea apud Aegyptum, Sy- 
riam, Graeciam, Siciliam et Provintiam cum suis variis modis ^d que 
löca negatiationis causa prius peragravi, per multutn Studium et dispüta- 
tionis didici conflictum. Sed hoc totum etiam et Algorismum atqae 'l'y- 
thagörae, quasi errorem computavi, i'espectu nfiodi Yndorum. Quare 
amplectens strictiüs ipsum modam Yiidorum et attentius studens in eo, 
ex proprio sensu quaedam addens et quaedam etiam ex ^übtrlitatibus 
Euclidis geometriae artis apponens, summam hujus )ibri, quam inteIHgi- 
lilius potui in qüindecim capitulis distinctam xofaiponelre lafbdravii fefe 
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omoia quaa ii^serui cerU probaUone ostendens ut ex cauaa perfecta prae 
C2|^tens modo hanc scienüam appetentes instruanlur, et gens latina de 
qaßißro ^icut hactenus absque illa mioime inveniatur etc. — Libri 
(Bist, des scienc. mathemat. en Ilalie , Tom. II. p. 20 sqq.) bat über die 
tiefe Einsicht Fibonacci's und über sein hohes Verdienst um die Wis« 
senschaft ausführlich gehandelt.*) Er erwähnt zugleich, dass derselbe 
als der Stifter einer toskanischen Schule ^u betrachten ist, in welcher 
das vojQ ihm begonnene Werk, wenn auch nicht weiter gefördert, doch 
unterhalten und gepjSegt wurde* 

Das Rechnen mit Hülfe des dekadischen Zahlensystems wurde Algo- 
rismus, Alkhorismus oder Algorithmus**) genannt, während man für das 
aus dem Alterthum überkommene Verfahren den Namen Abacus beibe- 
hielt; da jedoch in den ersten Zeilen der Einführung des indisch -arabi- 
schen Zahlensystems die ältere Methode nebst ihren Zahlzeichen in An- 
spruch genommen werden musste, um das Rechnen nach dem neu ein- 
geführten System zu erlernen***), so vermischten sich beide Weisen, und 



*) Vergl. meine Abhandlungen; Fibonacci, der erste christliche Ver* 
fasser einer Abhandlung über die Algebra^ und: Die Algebra in Italien seit 
Fibonacci, in Grunert's Archiv für Mathematik und Physik, Theii 2 und 3» 

**) lieber die Entstehung und Bedeutung dieses Wortes hat Beinaud 
eine Hypothese aufgestellt, die Beachtung verdient. Er sagt, dass sowohl der 
schon oben genannte Albyruny, als Mohammed ben Husa, der erste 
arabische Schriftsteller über Algebra, den Beinamen Ai-Kharizmy führen. 
Die Schriften derselben, in denen das indisch • arabische Zahlensystem zu 
Grunde lag, wurden frQhzeitig ins Lateinische übersetzt, und man benannte 
das neue System nach dem Beinamen des Mannes, in dessen Schriften es ge* 
funden wurde. Siehe Reinaud Memoire sur i'lnde pag. 3Ü3 sqq. 

***) Dass dies Verfahren wirklich im Gebrauch gewesen und sich lange 
erhalten hat, davon giebt unter andern das Rechenbuch von Jacob Köbel, 
Stadtschreiber zu Oppenheim, Kumle, welches im Jahre 15 IS in der dritten Auflage 
erschien (S)aiS nem ^tifmpüi^km mie mann uff ben Sinien unnb ^Bpackn, mit Sted^en« 
^)fenningen, fiauffmanfd^afft irnb 2egli<^e Ij^anbelungcn, Icid^tUd^ redten lernen magc, 
5um S)nttenmale gebefjert unb gu DjJJjenlS^epm getrüdt 1518). Die Vorrede desselben 
beginnt also: 3)iS SRed^enbud^lein l^ob id^ bem gemeinen fiepen gu gut unnb nu^ 
(3)em bie S^Pf^^^feßl i"i anfang gu lernen fd^iocre) S)urd& bie gemein Seütfd^ jale 
3U Srüden; fürgenommen, unb »il ju bem Grften, btefelb Jeütfd^ gale, bie uff 
etlid^ S9u#aben au^ bem 31 b c )7erorbnet ift , anaeigen : älud^ mie mann bie 

8* 
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deshalb wurden auch beide Namen für das alte und neue Verfhhren ohne 
Unterschied gebraucht. Dergleichen Anweisungen im Rechnen, Abaci oder 
Algorismi genannt» finden sich noch in nicht unbedeutender Anzahl' im 
Staube der grösseren Bibliotheken vergraben. 



6(3&m6ett, Scfen unb Serften foKc erdeten. S)omo(i& inn ber Sö^wten Sere, n)U id^ 
bid^ bte 3e9ffet^ale unbemeifen u. f. to. In dieser anderen Lehre heisst es : 
S)ie Stnber 8er geigt an tok bu bie S^iffw^al ©d^reiben, lefen, i^frred^cn imb »er- 
ften folt. SBie mann bie gale, bie mit funberlid^n flguten (unb b« gemctn matm 
3eiffern nenbt) Semen ©d^reiben i8efen unb üerfteen fottC; »irftu yUt nod& clerlid^ 
unbermeift, mit einer nod^üolgenben Safein, inn »eld^er Safel bie jafe ber obges: 
melten S3ud^ftaben unb aud^ bie gale ber S^iffem »ie ftd^ biefeC&en jufamen »er« 
flleid^en, unb toa^ bie beteuten, öerftentlid^ angezeigt werben. 



Beilage II. "") 

25. October 1675. 

Analysis Telragonistica ex Gentrobarycis. 

Sit cunra quaelibet AEC referenda ad angulum rectum £iJ9, sit 
AB n -P^n « et ultima a? fl * > «t BCfl ^i' Fl » ^^ ultima y fl <^* P*" 

tet omn. yx ^ix\ | -^ omo. -^ ad y, Nam momentum spatii ABCEA 

ex ii> fit ex rectangulis exBCf]y iüABf]a', at yero momentum spa^ 
tu ADCEA ex AD seu complementi prioris fit ex summa quadratorum 

J9C sive -^ dimidiata, quod momentum, si auferatur a momento totius 

rectanguli ABCD ex AD, id [est ac in omn. £0 sive 
a-^c-, restabit momentum spatii ABCEA*, unde habe- 
tur aequatio quam dixi, qua reformata sequitur 

omn. yaj ad a; + omn. -h" a* y I I "o" ' adeoque Da- 
rum duarum figurarum in unum junctarum semper haberi quadraturam, 
Qui est centrobarycae apex« 

SH aequatio cuirae .naturam experimens: 

(?) Ü} B X 

«y> + hx^ + cxy + dx + ey^f\ |0; ponatur yx\ |«, fiet y | | ^, quo 




*) Diese und die folgenden Beilagen sind so abgedruckt, dass sie ein 
mögliebst genaues Bild der Originale geben. 



— 118 — 

valore in aequatione (3) inserto fiel: a— 5+60?*+ ca?-+(teH H/R®» 

OD SB SB 

sive sublatis fraclionibus fit a«* + Ja?* + exH + &»' + ezx + fx^\ \ 0. 
Sit rursus x^\ \2w eumque valorem inserendo in aeq. 3. fiet 

(9) 

ay^ + 2bw + cxy + rfa? + ey + /" pj 0> adeoque erit 

(10) ß|,2 2hw cv f ^**^ /^ 

X [1 ^^ -r-^ — ' '- n ^2w et qaadrando utrobiqae fiet 

o'y* + ^ahy^w + 2acy* + 2a/y* + 46*w* + 46etfy + 46/u? + «*y* + 2/y 

(12) 

+ /« — 2c*y*ii^ — 4crfytr — 23*w n 0» 

Quodsi jam curva describatur secundum aequationem 7. itemque alia 
secundiim aequationem 12, ajo quadraturam figurae uriius pendere ex 
quadratura figurae alterius, et contra. QuDd si jäm loob aequationis 3. 
aliam sumamus altiorem sea tertii gradus> rursus duas alias habebimus 
loco 7. et 12, et iU continuando dubium non est, quin certam quandam 
progressionem ipsarum 7 et ipsarum 12 babituri simus, ut sine caloolo 

! * ■ » 

continuari possit in infinitum non difficiii opera. Ex data autem una ali- 
CUJUS curyae aequatione omnes aliae generali expressiohe exbiberi possunt, 
ex quibus compendiosissima eligi potest. 

Datis figurae cujusdam momentis ex duabus quiboftdam rectis datä- 
que figurae ejusdem area, habetur ejus centrum grayitatis. Dato autem 
figurae cujusdam (aut etiam lineae) centro gravitatik et magnitiuline, ha- 
betur ejus mömenlum ex aliis quibuscunque rectfs. Itaque data figurae 
cujusdam m^gnitudine et momento ex duabus quibusdam rectis, datiir 
ejus momentum ex qualibet recta data. Hinc etram multae quädratikrae 
ex quibusdam datis. Momentum autem cujusdam figurae ex recta quaAbet 
etiam generali cakulo exprimi potest. 

Momentum divisum per magnitudinem dat distantiam centri gravita- 
(is ab axe librationis. Sint in eodem piano rectale pösitione datäe, 'siVe 
parallelae sint sive productae concurrant in F. Momentum ex AC ihV^- 
tum Sil ha\ momentum exDS Inventütn sit ca\ Area figurae sIt t;, erit 

distantia centri gravitätis a reeta £C, nempe Cfipi^t ^^ disfiiDlia 1^ 

a recta DE, nempe EH f] — , ergo CG ad EH est ut ( ad c, sive ra- 
tionem babent datam. Ponaiur jam rectam EH in eodem piano manenr 
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\eixk per^urrere oormaliter ip^^ JD£, et 
rectam CG percurrere norioaliter ip$am £(?» 
et apicem G rectam Gr(iV), apiceoi vero H 
rectam fliV, vestigium scilicet suum relln- 
quere. Necesse est si BC et DJS alicubi 
Goncurrunt, etiam G(N) et HN alicubi con- 
currere, siye inlra sive extra K Goncurrant 
io L, erit angulus HLG aequaUs angulo 
BFf, et angulus PLQ (ponendo PL f] EH 
3i LQ n ^) ^^it supplementpoi ipsius anguli EFC ad duoß ^ecto9 ^ a.deo« 
que erit 4atu6. Junota i^? babebitur TriangulumPQ£, cnjps dabitur an- 
juhis Terticis L h4 ratioaem laterum ^d verticem QL ad IP. Cmih ergo 
jSumta BL vel (iB)(£) quantacunque , angulus BLP semper opiianeat ideoi, 
ßc praeterea sit ut BL ad LP ijtia (£)(£) ad (£)(P), erit etiam ut BL 
.ad (iB)(£) i^i £P ad (£)(P;, .quod contingere patet, si etiam FL ip^is 
pr0portipnali0> seu recta tr^nßit per FL{L) etc. Unde cum n^n dentur 
plura bic loca, sequitur locum e^se recjLam. Datis ergo duobus m^meu- 
jtis figurae ex duabus rect^s non par^allelis, dabitur figurae momentis ejL 
Arihus axibiis iibratioois, qui non siat omnes paralleli inter ae, dabitur 
AgatM area et ceatrum gravitatis. Ecce apicem CentrQbarycae. Si den- 
tur duo ejusdem %urae momenta ex duabus noctis inter se pajralleliß^ d^- 
Jb^tur figurap area , sed non ceptrum .gravitatis. 

Cum Sit 'finis Centrobarycae ex datis momentis invenire dimensiones, 
liinc babemus duo tbeoremata generaiia: si denlur ejusdem figurae mo- 
«enta duo ex duabus rectis sive axibus librationis parallelis inter se, da- 
iMlur ejus magnitudo; ilem si ex tribus non parallelis. Hinc }am videlur 
methodus patere ad inveniendas ourvas ElUpticam et Hyperbolicam ex da- 
tis Circuli et Hyperbolae quadraluris. De quo Schediasmate peculiari. 



26. October 167S. 

AJ|ia Aaaljsis Telri^goni^iqa b^^eri potest ope curyarum. «Soilic^ 
^ade^ . Gurya in diveJr^a l?c)9obret^r £lej];it^nta , . prout ad .dive^ß^s rectas 
'lOedinat^B .Fel^runMir. Kode diversae quo^que oriuntur iigurae pl^i^ae» 
.filurYae pcqp^sijUe Elementis liotipoK^epeae , cuoique ex d^ta cunrae dimea- 
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sione inveniantur omnes, sequitur ex data unias figurarum hujusmodi di- 
mensione etiam ceteras haberi. 

Aliis modis inveniri possunt figurae quae ex alia pendent, si ordi- 

natae figurarum quarum quadratura habetur aut quarutn quadratura ex 

data habetur, adduntur datae. Quemadmodum tractabiliora sunt spaiia 

quam curvae, quoniam pluribus modis secari ac resolvi possunt, ita 

tractabiliora "Sunt solida planis et generatrm superficiebus. Itaque ubi 

methodum qua superficies examinamus, ad solida transferemus , multa 

nova detegemus, et facile saepe demonstrabimus de superficiebus per so* 

lida, quae in ipsis superficiebus dirficulter babentur. Eleganter observa- 

Tit Tschirnhausius pleraque ab Archimede demonstrata, ut quadraturam 

parabolae, et quae ab bis pendent circa sphaeram, conum, cylindrum, 

ex sola solidorum rectilineorum sectione ac compositione manifesta 

ao palpabilia reddi posse. Modi varii describendi nova solida: Si ex puncto 

in sublimi posito recta rigida descendens circa planum ducatur, cujuscun- 

que illud sit figurae, coniformium genera producentur« Nam si planum 

circuli circumferentia terminatum sit, orietur conus rectus vel scalenus« 

Ita si figura, quae pro basi est, seu planum, aliquod centrum habeat, ut 

Ellipsis, orietur coniforme Ellipticum rectum, si punctum datum centro 

immineat, sin minus, scalenum. Aliud conoeides, aliud coniforme El* 

lipticum. Si linea rigida ex puncto descendens sit circularis aliave cunra, 

tunc aut puncto vel polo Uli ita affixa est, ut non nisi unius in eo 

motus iibertatem habeat, scilicet circa quendam axem, et tunc necesse 

est, ut basis seu planum sit circulus, et ut centro ejus immineat punctum 

vel polus. Sin aliter, necesse est ut lineä rigida aliorum habeat motuum 

Iibertatem, nempe seorsum et deorsum, aliterve, secundum quandam 

rectam, et tunc semper ubi opus erit, asceudet descendetve, ut semper 

planum datum sua circumrotatione circa axem attingaU Et hoc est se- 

cundum coniformium genus. Tertium genus est eorum, ubi praeter 

motum.illum duplicem gyrationis cum axe, et exaltationis et descen- 

sionis, curva sola vel axis solus vel etiam figura cum axe rursus alios 

Interim motus exercent, vel ipsum etiam punctum Interim movetur. 

Aliud: Differentiarum momenta ex perpendiculari ad axem aequan- 

tur complemento summae terminorum, sive Momenta Terminorum aequantut 

complemento summae summarum , sive omn. xw n ult. x, omn. u> ,i — omn. 
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jß _,^^ • omn. w. Sit a?w n a«, fiet w n — , fiet omn» 

yo»; ^ ^^ p yjj^ jp ^jjjQ — — omn. omn. — ; ergo 

'*^ \ omn. — n ^1'- *> ^°^'^- ~T — ^°'^'^* ^^^' 

\ \ «P flu 

. ^'"°' ^ *^ ^> 9"^ valore in acqu. praecedenü inserto 

fiel: omn. a9 f] ulu «d* omn. -^ — ull. jr, omn. omn* S? 



omn. iilt. X. omn. -^ — omn. omn. —^. Et ita iri potest in infinitum. 



Omn. — n ^ omn, -;— omn, omn. -t, et omn. a n ult» ^^ omn. 

omn. omn. — -, quod postremum theorema exhibet summam logarilbmorum 

ex data Hyperbolae quadratura. 

Numeros abscissas repraesenlantes soleo appellare ordinatas, quia or- 
dinem terminorum sive ordinatarum exhibent. Si quadrato ordinatae figu- 
rae quadrabilis addas quadrätum rectae constantis, radices summae duo-* 
rum quadratorum repraesentabunt cnrvam quadratricis. Quod si radices 
summae duorum quadratorum dent figuram quadrabilem, etiam curva 
erit rectificabilis. Datae progressionis curvam describere : a Termino pro- 
gressionis quadrato auferatur quadrätum quantitatis constantis; radicum 
ex dnobus quadratis figura quadratrix descripta curvam habebit quaesitam. 
Curva rectificabilis non ideo est descriptibilis. Descriptae curvae elementa 
pluribus diversis modis enuntiari possunt. Comparentur diversi modi enun- 
tiandi elementa curvae cum diversis modis enuntiandi figuram ei homogcneam, 
prout ad diversa refertur. Imo et solidum curvae homogeneum adhuc plu- 
ribus modis enuntiari potest} et superficies bomogenea curvae vel figurae. 

2». October. 1676. 

Analyseos Tetragonisticae pars secunda. 
Credo nos tandem dare posse methodum, qua cujuslibet figurae 
Analyticae figura analytica quadratrix inveniri potest, quando id possibile, 
aut quando id fieri non potest, poterit tainen semper figura describi 
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analytica, fnogens vice quadratricis quam proxime. Hoc ita condpio: 
Proposita sit aequatio figurae cojus quaeritur quadratrix, cujus incognitae 

w et r. Sumaiur aequatio ad cur^m indetenninatam : v f^ b + ex + 
dy + ex^ + /y* + gyx + Äy' + Lr' + mxyy + yxs etc, Ordi- 
netur ad tangentes hoc modo : — dy -^ 2fy'^ — gyx — 3Ay ' — 2msy* 

(2) 

— mx^ etc. n ^ + 2Ärr + 99t + 9lx^t + my^t + \2yxt etc. Jam 

— n — ; ergo ex aequatione - PI "" toBendo ipsas ^ et y opc aequatior 

Dum 1 et 2 debet prodire aequatio ilia ipsa, quae est figurae curTÜineae 
ad quadrandum propositae, et conferendo terminos pro^kictae termiois 
datae, si nulla est in conferendo impossibilitas , babemns quadraturam. 
Sin oritur impossibilitas, certum .est figuram anal;ticam proposi4am non 
habere analyticam quadratricem. Facile autem apparebit si quae ei ad- 
dantur, quae eam insensibiliter immutent, posse inde figuram fieri qua- 
drabilem, ob aliam plane aequationem prodeuotem. Caeterom ut hnpos* 
sibilitas appareat, considerandae sunt difficultates. Nimirum obstat quod 
aequatio producta est prolixitatis infinitae, data autem defioita. Respon- 
deo, eo ipso dum comparantur, videbilur quousque maximae potestate3 
inoognitarum indefinitae excurrere possint. Regeri polest, fieri passe lU 
producta aequatio indefinita plures habeat terminos quam ßoita data, et ta- 
rnen ad eam reduci possit, quod scilicet per alisim vel finitam vel indefini- 
tam dividi possit. Haec diOQcuUas me diu jam anno abhinc tenujt, sed 
nunc Video, non debere nos ea deterreri. Nam nunc fieri potest, ut.me- 
thodo tangentium ex figura quadam determinata (cujus aequatio sit indivi- 
sibilis per rationalem) oriatur figura ambigua, quia non potest ad unup 
punctum figura quaeJibet nisi unam habere tangenlem« Ergo .aequatio pro* 
ducta neque per finitam dividi potest, neque etiam per iiid^finitam, nam 
etiam figurae indefinitae revera, eeu quarum ordinatae exprimuntur aeqiia- 
tione infinita, habent ordinatas easque aliquando finitas quae deberent satis- 
facere. Tametsi diflGcuUatem adhuc exiguam praeyideam, quod scili<^t vi- 
deatur fieri aliquando utri&dkes aequatiomim omnes nan.servantad proble- 
matis solutionem» Ego tarnen, ut verum fatear, credo. Alja est difficultas 
satis magna , quod scilicet fieri possit , ut aequatio finita exprimatur ejüam 
(»er indefinitam, adeo ut aequaxio producta coincidere posait cum dat^» etsi 
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id noh.apftnat, »• g. fTl rT — ("!*•"*'■''+** + **+*• + ** «Ic» 
ti itä fifififiitae Miae ^össant formari vlrriis eoinpoditionibaB et ditisioni* 
bül^. Hie, fatebr, <difBcili8 nbdUs« l^ed respdDderi sie potest: ri quam ha-^ 
bat figura quäfdratricem aria)7tieaiyi> irti^ub ipsa sub iadefiolta inteiligi pot^ 
^t5 et tünc iKm dabit utiqUä itidefitiitafb, fted finitam datae aeqaivalemem* 
Ebdtotii taibdo eiertüdi eBt, etiaiB qaadfatricem datatö ordiüärie tractatmiii 
si vjttä eät, datam isbUtid taoü dmbigaam datürana, adiioqiie et i9a, qua« 
ab «b libti niäi nomin« diifert. Utiä sap^rest äiflBcttUa^, non videri jadi^ 
cari |>08äe, qui^ ait tiltimns vel primns termlous productae indefinitaev 
iqaia {Motest fi^ri ttt termini inferiores destruantor, ist tutic ip6a ait divisi^ 
bifis Vd {(er ^ tel per x Vel per ^t axrt haruäi poüestates. Et hoc ndil 
Video qftid probibeät. Eademqae tntinei dldBcultas sire a rainitte sive 
tnlaxlniD grada incipias assnmtam ittilio aiequationem iii4efinitam. ' ^one 
fk%^ in aieljuatione producta dividi posse, hecesfie «dt ebsit q^antltas 
cognfta, item absint omneB tertnidi, tibi sola a?, sfk%\ mavis, omn^ ter- 
biiij, nbi aoia abeat y, qubd si id exeminand^ continue inciditlar in im- 
pdsMbiKcateiai. In caiculo boc generali tunc pro certo habere potcrimuB 
'solatam e^se banc difficaltatem nee unqiiam posse evenire talem divisio* 
nem poet cakutum; sin fieri potest, tunc aiii posi altos destruentur, ut 
depi^fmi possit aeqoatio producta et instituenda comparatio^ et tunc vi* 
dendam, an non generaliter evinci possit, procedere non posse compa- 
rationem utcunque procedamus destruendo. Forte si figurae quadrandae 
redigantur antea ad simpHcissiitias aequationes, l^ciiius detegentur impos- 
sibiUtates. Natn et quadratrix praesumitur fore sir^plicior. Saccurrit ad- 
buc aliud auxilium, quod scilicet varii ad idem ducentes plane diversi in- 

ter se calculi inslitui possunt, quorum producti compa- 
rabiles. BL V\ y, WL Fl /, ÄPfl p, TB PI t, AB Fla?, 
CWn fl, y n omn. l. üt obiter dicam, sunt numeri 
compositi, qui sibi addi non possunt vel demi per par- 
tes, Tieinpe denominati a poiestatibus seu sub potestati- 
biis sive stirdi. Sunt alti numeri denominati, qui oec 
in se muUiplicari possunt per partes, et iaies Sunt nu^ 
meri summarü v. g. omn. I non possunt moitiplicari 
in dKnn.j}, nee ^nim fiefet 'y^\'^ omn. omn. pl. Ut 
tarnen multlplicatio illa fieri in rebus iotelligatur, sie 
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agendum: Volumus spatium, qaod repraesentet ompes p in onmes I, non 
poterunt serrire ductus Gregorii a St. Vincentio , quibus figunie in figuri# 
dicuntur, sie enim non ducitur una ordinata in alias omnes, sed npa pr-^ 
dinata in unam. At inquies, si una ordinata ducenda in alias omneg, 
prodibit dpatium sursolidum, summa nimirum infinitorum solidorum- Huic 
maio remedium reperi sane admirabile. Repraesen{entur omnes I per li* 
neam infinite pai*vam WL, id est opus est linea quadratrice omn. 2, erit 
linea BL ["^^ omn. 2, quae ducatur in omnes p figura plana repraesentatas, 
fiet, solidum. Si omnes l sint recta, et omnes p curva, fiet superficies 
curvilinea, ductui bomogenea. Sed haec vetera; Ecce jam noYum: Si 
ipsis WL, MG seu omnibus l imponatur singulis eadem curva repraesen* 
tans omnes j>, debet antea cunra p esse ejusdem plani, et sibi semper 
parallele ejus piano existente per curvam AGL ferri, et babebitur, quod,de- 
sideramus. Logo curvae et planum variis modis terminatum ita ferri pot« 
est per curvam, et fiet solidum; priore modo superficies cunrilinea; et 
superficiei sive solidi Sectio semper eadem. Possumus tamen fingere quod 
decrescant inlerim inter ferendum. Videndum an certüs sit numerus su* 
perficierum analyticarum, ut linearum analyticarum, sed baec obiter* Nota: 
superficies curvilinea facta motu curvae sibi parallelae per curvam aequa- 
bitur cylindro curvae sub BL, summa omnium 2, sed baec obiter. Porro 

— n T7=r" » ßrgo p r 2. Itaque omn. y — non vult dicere 

a ' ' omn lr\S ''a ^ ^ a 

» 7 .^ --- y , . -_ omn. 2, 
omn.y m omn. 2ncc y omn. 2; quare cum sit p fl — 2sivep n h 

hoc vult dicere omn. 2 ductas in unum illud quod uni illi p respondet; 
ergo omu.p R omn. 1^ i. atqui aliunde demonstrayi omn. p n # 

sive n ^ö 5 ^^8^ habemus theorema quod mihi videtur admirabile 

et novo huic calculo magni adjumenti loco futurum, nempe quod sit 

omn. 2 [2] __ r 2 ,. •* » «j * • .1 

|— I omn. omn. 2 — quabscunque sit l, id est, si omnes I du- 

cantur in ultimam et atiae omnes 2 rursus in suam ultimam, et ita quo- 
ties id' fieri potest, summa herum omnium aequabitur dimidiae summae 
quadratorum, quorum latera sunt summae ipsorum 2, seu omnes 2. 
Pulcherrimum ac minime obvium theorema. Tale est etiam theo- 
rema: omn. jcl \"] X. omn. 2 -— omn, omn. 2, ponendo 2 esse terminum 
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progressionis et jr'esse numerum qni exprimit locum seu ordinem ipstus l ei 
respondentis , seu x esse numei^um ordiDalem, l rem ordinatam. Nota: 
ia bis caiculis obscervari potest lex homogeneorum , nam si omn. prae- 
figatur namero seu rationi, vel infinite parvo, fit linea; si lineae, fit su- 
perficies, si soperficiei, fit corpus; et ila in infinitum etiam ad dimen^ 

siones. Utile erit scribi /pro omn. ut il pro omn. l, id est summa 

ipsorum l Ilaque fiet -^ f] iß — et / a?? n a? // — / //. 

Et ita apparebity semper observari legem homogeneorum, quod utile 
est; ut caiculi errores vitentur. Nota: si analytice detur / 1, dabitur 



"M"' 



'ß 



etiam I, ergo si detur / / '» dabitur etiam I, sed non si datur l, dabi- 
et jl. Semper /^ri"«:* '^^^^^ o^noia haec theoremata ?era de 



tur 

Seriebus, in quibus differentiae terminorum ad terminos rationem habent 

minorem qualibet assignabili Ix^ fj -r-. Nota jam , si termini sum- 

maodi äffecta sint, quomodo binc afficiatur summa, regulam generalem 

talem: V'g* / rl TllX /^^ scilicetsir sit terminus constans, ducefidus 

est in maximum ordinalem; quod si sit terminus inconstans, tunc tra- 
ctari non potest nisi ad ipsum l reduci possit, vel utcunque ad quanti^ 
tatem communem nempe ordinalem. Nota: quotiescunque in aequatione 
tetragonistica non nisi una est litera varians, ut 2, tunc potest poni esse 

terminus constans, et /{ erit fl^* Et buic fundamento innititur theo- 



rema 



, et /i erit fl^ 
: / — n A/^^ i^ ^st — ri /a?. Eodem ergo modo statim in- 



numera similia possunt soivi, ut /--yf* + 6a*+ /P + /P H ^«'> 



ca?' . , , .35* 



quaeritur qualis sit e ; fiet a'e Fl "T" + *®'^ "^ T "^ ®*'' Nimirum 
//• n^* ^^ 'n * supponitur caIcuU causa / — fl ^' 1 ^f^ 
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n ^, id est n -¥t' h^^ n h *«• IntelllgUur aulem a esse uni- 
tatem. Satis baec nova et notabilia, cum noTum genus calciili inducant 
Pono ut ad priora redeami^s. Datür l^ rel4t,io ad ^, quaerjtur /{. Quod 

fiet jam contrario caiculo, scilicet si sit iir\y^' Ponemus ifl^» 

nempe ut / augebit, ita d minuet dimensiones. / antem significat 

summara, d differentiam. Ex dato y semper invenitur ^ sive l sive diffe- 
rentia ipsarum^. Hinc aequatio una mutari potest in aliam, ut ex aequatione: 

J'J^^^ ^''''^ possumus cjl^n 1^'. Notarj^^ +J^ 



|-| /*! + ?L^. Eodem modo ^ + ^n ^'^~ - Sed ut skI supe- 

riora redeamus. loTestieare possumus /l bis, primum sumendo y.et 

J ^ 

quaerendo ^ n' d»tM', deinde ali(«r sumendo — f\s siveisumeado ^üiy 

p » et inde — flPri^n^- Q^iare si in aequatione indefiniia, in 

^ua y ei x^ toUamus ^. sqb^tituendo in ejvus locum r- et in?^ti^Qifi9s 

ipsam t hujus novae aeqiiationis indefinitae ut ante prioris; denique ope 

valoris — f] I et novi valoris t ex indefinita ;s, continente ipsas z et ^, tolla- 
t 

mus, restabit sola ex istis (tribus) o?, s;, t, l, litera 2, et debet rursus aequatio 

prodire quae eadem esse debet tum cum data, tum .cum paulo ante {»roducta. 

Unde cum habeamus duas aequationes iojlefiiHtas earundem oqn tantum capi- 

taiium, sed et arbitrariarum, non nihil tarnen ,dissimiles, quae coincidere de- 

beut, facereiipparebit an aliqui termini pgssint tollij an possibiles sit ista com- 

.psu^atio, aliaque id genus,^t q^c^d caput est, qoi tß)[;pini vere ^aximi i^t^foid^ßi 

sau numerus terminorum aequationis. Se& quoniam in Triangula similia 

TSL, GWL, J[)BP ncNidum iBtira$vit abscifisa^seu pupctuintfixuia i, oi- 
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miram ex puncto quodatn flio A docatar ÄIQ iiid«fiDita ipsi LB pardi- 
lela, occurrens tangeati LT im I, et sit ÄQ n Bl; biseceturi/ in N, ajo 
sinnmaili omnium QN aequari semper Triangalo ABL, ut facile demon- 
strari potest ex alibi a me dictis. Qaae rursus qjotudi dant calculi fan- 

Jtv 
damentum. Nimirum — {^y, ponendo BL f] v eiQN f]l 



AI _ r— df 



etyriA 



ergo ilfl 
AI 



X 



tt 



SV 



n p <?^ n o/+-2^n— +-2 — 2^ n 



^ veiQin^—^in^—f^ + Y^Qi 

,xü . V XV __srt? +tv 



2t 



n^« Et ope hujus 



XV 



XV ""^ tv ^^ 

aequatioQ» — :^ — I I ^ et hujus y n "K"» el *'la ips« prima aequatione 

iadeflnita seu generali, jäm tertium resumta, tollendo primum y, deinde t 

öpe itiventi valoris ipsins ^ ad x in aeq. ex j:*, t; indefinita, ac denique 

XV 4~ tv 
V ope aeq. — 5- — fl l » babebitur ruraus aequatio , in qua solae capita^ 

liiHn restabunt x et {, ut ante, quae eoncrdere debet iterum datae. Ha- 
beJtDUs ergo tres aequatit^nes productas diversis yiis inventas , quae inter 
ise et cum data eoincidere debent et hae quidem tres non tantum sunt 
coincidentes , sed et iisdem constare debent literis et vocabulis, quod an 
fleri pobnty analytiee proleeto mox apparebit. 



L'Növember 1675, 

Analyseos Tetrdgonisticae pars tertia. 

Diu est quod observavi, dato curvae 
ABC vel figurae currilineae DABCE mo- 
mento ex duabus rectis inter se paral- 
lelis, ut GF, LH (vel MN, TQ) haberi 
aream figurae, quoniam duo momenta 
different inter se cyliiidro figurae, cujus 
altitudo distantia parallelarum. Hoc ve- 
pum est in omnibus progressionibus site 
numericis sive linearibus, id est etiamsi 
non adhibeantur figurae curvilmeae, sed polygona ordinata, id est tametsi 
differentiae inter tennioes non sint injßnite parvae. Sit qualibet quantitas 
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ordinata ut «;, sit numerus ordinalijB x, erit b omn» jk n i^ omn. sx 4^ 
omn. z'^x + b , idque per se patet ex solo calcülo. Ope hujus regulae 
inveniuntur summae terminorum progressionis Arithmeticae replicatae reci<- 
procae. Et haec muitiplicatio locum habet, cum quaeritur momentum orr- 
dinatarum ex recta ad axem perpendiculari. Sed si quaeritur momentum 
ex alia recta, regula generalis haec est: ex quantitatum, quarum summae 
momentum quaeritur, singularum centris gravitatis ducatur perpendicularis 
ad rectam librationis, summa rectangulorum sub distantiis sive perpendicu- 
laribus et quantitatibus aequabitur momento ex recta data. Unde si sit 
recta aequilibrii axi eadem, statim sequitur momentum figurae ex aie 
aequari summae quadratorum dimidiatorum. Et cum axi parallela est, ab 
eo differre data quanütate* Sed sumamus aliam rectam; in circulo exempli 
causa sit quadrans ABCD, vertex 5, centrum Z>, detur alia recta JBf ita 
sciUcet , ut datae sint DF perpendicularis et FE , quo diameter ei occurrit, 
adeoque ei DE. Sint ordinata circuliJ7£, cujus dimidium punctum £; da- 
catur LM perpendicularis ad EF^ patet triangula EFD et EIUN (N punctum 

iatersectionis MLf AD) et IHN esse 

siinilia. Sit AD Fl JP, erit M fla 




n 
im 

HL 



a* — JT* . 
. • 1 



2 



; jam ob triangula similia 



n 



DFn d 



ergo NE n 



FEnf 

j^^ö^nr^r» n IJ, ergo ENn DE 

— ^. JamiVZ 



(r\ e)—HD (n s) -NB (n -^ y) , ergo EN H «— a^ — "^ 

n ^am+rnFn -yf-^y^ + r "^ I V /^ 



. , , MN NB 



sive 






d 



MN n ^^ adeoque MN H ^--=^n^-^ 



i9 



d du , y f d"^ , 

et MLnMN -^-NLn ,^, « — *~2/ +T'V7«"''" 



1 



(« n V/*— d*) sive ML H 



~ W+7 ■ • ■ 
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I I ;>~ — >- ' qui calculus cuilibet currae commiiiiis est , samta 

semper s pro abscissa et y pro ordinata. Rectangulum ergo sub ML et 
^^ (n S) ^'^6 momentum cujasque ordinatae ex recta EF ponderatae 

sive u?a erit p t-- — . Ergo omn. w habebuutur ex 

yd* + r 

datis omn. y, omn. j:y et omn. y', vel etiam si ex bis qaatuor den* 
tur tresy dabitur quartum. Jam omn. sy aequantiir inomento figurae 
ex yertice, omn. y^ aequantur momento figurae ex axe; ergo datis 
tribus figurae momentis, ex duabus scilicet rectis inter se perpendi* 
cularibus et tertia qualibet, datur ejus area. Sed boc tarnen theo- 
rema minus generale est, quam prius in prima bujus Scbediasmatis pa- 
gina, ubi nibil refert quis sit angulus rectarum, modo dentur tria mo- 
mentan Intelligitur autem semper in eodem piano (Hoc interim tbeo- 
rema sulficit ad curvam Hyperbolae primariae, si / sit infinita seu si FB 

et ED parallelae, fiel <Iy + %- fl ^^' V^^^ dudum constat). Notandumi 

diversis calculis aream quantitatis, cujus cen'trum gravitatis (etsi non ipsa 
Iota) in piano dato posilum est, ex datis tribus momentis ex tribus ejus- 
dem plani rectis inveniri. Cnde videndum, an non comparati inter se 
eventus quiddam novum praebeant. Si non figurae, sed curvae omnium 
BP, PC etc. momenta quaerantur, ex punctis B, P, C, tantum ad rectam 
demittendae perpendiculares sive ordinatae'; nihil enim refert, ex extremo an 
medio ipsius BP v. g. ducantur, differenliae enim infinite parvae inter duas 
ejusmodi perpendiculares. Ergo curvae elementum appellando ;^, momen- 

. ^r a ,^^f^ — d^z—dsz + fyz 
tum curvae ex recta EF fiet — ^ , ■^^— . 

Pleraque theoremata Geometriae indivisibilium , quae apud Cavale- 
rium, Yincentium, Wallisium, Gregorium, Barrovium extant, statim ex cal- 
culo patent, ut v. g. perpendiculares ad axem aequari superficiei seu mo- 
mento curvae ex axe, nam invenies perpendicularem aequari rectangulo 
ex curvae elemento in ordinatam. Talia igitur tbeoremata non aestimo, 
quemadmodum iha quoque de applicationibus interceptarum in axe (inter 
tangentes et (»rdiiiatas) ad basin. Talia ergo theoremata nihil novi dete-- 

Gcrharih isaJyiif. 9 
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gont nee nisi calcali compeadia praebenL At meuin theoi'eii)« i» dnaeo- 

>ioD0 SjegBientoEum oem detegit novam, quia ipatium, cujus quaeritur di- 

mensio, aliler resolvit, nempe non tantum in ordinatas, sed iQ iriangula. 

Centrobaryca eliam Torte aliquid delegunt noTum. Poterit Torte tacilis me- 

thodus tradi, qua sine figuris, calculo deducantur ex figura, quae ex «a 

pendenU Gregorii Iheoreiua de ductibus parabolarum sabalteniis aequaü- 

bus c;Iindro patet statiin ex calculo, naip drcifli ordinata tf pj i/a* — x\ 

wJ est r~| V* + ■* '" Va — *; eodem. modo ^JZav — «*' H t/i *•"?<* 9 

^v ia <J2a — V, quae duo eodem redeunt. Si eadem ordinata y per 

quandam quantitatem 2 muUiplicetur, et postea per eandera 2+ cognita 

sive constanle b, erit differentia summarura produclorum aequaüs cyliodro 

figurae: ut xs » — ^ + 6y fj bj/- Hoc etsi per se maniTeste pateat in 

Je* 
genere , applicaliones lamen nou semper maniTestae. Sit v. g. ^ 

id est ■; =:-:- ;=- fl g, multipUcaudo per ^as + b flet -7^ ■ . — 

Var + b, yjas — b Yftr — (. 

Qi). et mfllliplicando, per ilaje—b flet i— , j (0): luooi«!! «tpm pi» 

■ — r— 75 fieri potest s H ^Xi- 1""^ pendet ex quadratur« hj^erbolae, 

itaque una ex bis duabus data C et Q . dabilur et altera, supposita by- 
perbolae quadralura. 



Svyiponß citfvae culdam in aliqup piano ^osiüeSCDM in:puiicli» C, 
.Ä.iinBQDiajUriua^cuxyae F GßXm et aliter) onliMj|H.iiiHiwndi«r 
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lariter ad planum, et ita ut medium ordinatae punctum incidat in planum» 
patet ipsas LG, MD, NB, ductas in FL, GM, HN, id est in C, D, S 
impositas curvae BCDE seu rectangulum FLG, GMD, HUB, sive duetum 
horum diiorum planorum in se invicem aequari momento omnium LC, 
MD, NB etc. Uode si PR sit alius axis et intenrallum a QL recta PQ, 
momentum ei PR differet a memento ex QL cylindro ipsarum LC, MD etc« 
in PQ. Quod si jam tum ex recta PQ, tum alias ex alia recta, ut TS, 
aliud baberetur momentum^ ejusdem figurae orcRnatarum LF in C imposi- 
tarum, tunc baberetur etiam cylinder omnium LF, quod probo: quia ap- 

pellando QL, x; CL, y, erit TC fl — ar + — y + Ä, qaae ducta in ip- 

san M (IF vel MG n «) dabit: -^zx + ^. yz + hz. Jam zsb datur, 

supposito momento ex PQ, quod semper idem, sive sint ipsae x, ubi 
erant in LF, MG etc. sive sint positae in C, D, B. Datur et yz, sive 
rectangulum pro FtC sive ductus ex hypöthesil Ergo si detur adhuc 
unum momentum ordinatarum curvae in C, P, ^' impositdfum, sit iplsum^ 

aequale -^ x» + ^ yz + hz, dabitur hz seu cylinder quaesitus. Hinc 

eligtefnAie curvae BC^d'f äles, ut per diversas earum ordinatas vel in axem 
QL , vel in axem- TS multiplicari possint ordinatae curvae datae cum uti- 
State quadam seut siinplidtate , ad quod eae curvae utiles, quae plures 
bribent aiei» utiles, ut Hyperbola circubris seu primaria, quae duas habet 
ai^ptotoi», et axem, et axem conjugatum. 



»• 
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Bellaire III. 

IL November 1673.*) 

Methodi tangentium inversae exempla« 

Jam superiore anno mihi proposiieram quaestionem, quae in« 
ter dirficillimas totius Geometriae haberi potest, vei ideo quod nihil 
conferunt melhodi hactenus vulgatae. Ejus hodie solutionem re- 
peri cujus analysin dabo: Nimirum quaerilur curva C (C) in qua ipsae 
BP intervalla ordinatarum BC , et perpendicularium ad curvam PC, in 

BxeAB{B) sumta, sint ipsis ordinatis BC 
reciproce proportionalia. Sit alia recta 
AD{ß) ad ipsam AB{B) axem norma- 
lis, in quam ducantur ordinatae CD, ita 
ut ipsae AD abscissae ex axe AD (D) sint 
ipsis BC ordinatae ad axcin AD {D) aequa-^ 
les ipsis AB abscissis ex axe AB (jB). Apel- 
lemus AD=:BC=:tf, et iB = !><?« x; 
ipsam BP vocemus w et ipsam B {B) vo- 
cemus z. Constat ex alibi a me demon- 




stratis : esse 



WZ 



=»1 



J" ''i 



sive esse 



«# 



2el 



). At ex quadratura Trianguli 



*) Muss 1675 beissen. Es ist mit dieser Jahreszahl eine Fälschung 
versucht worden. Die Spuren davon sind deutlich zu sehen; der obere Zug 
der 5 ist wegradirt und dafür mit schwärzerer Dinte der obere Zug von 3 
gesetzt. 

**) Leibniz hat am Rande bemerkt: j summa« A differentia« 
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patet esse ^ = 9. Etgo «% = ». Jam «t hypothesi est » = -. «» 
-nim erunt ipsae w ipsU y reciproce proporU^a«'es. Ergo fiel: - := y, 
adeoque « = ^. Jam /» — x. Ergo o; = /^. At /^ = |~ 

ex quadratura Parabolae; ergo x = ^, quae est aequatio explicans 

relationem inter ordinatas g el abscissas x carvae quaesitae C (£)• Inven- 
tam ergo habemus curvam qiiae est Analytica, et uno verbo Parabola Cu- 
bica> cujus vertex i. 

Yidebimus ergo, an verum sit boc Theorema sane memorabile: 
„In Parabola Cubica C (C) sunt BP intervalla perpeüdicularium ad cur- 
▼am PC et ordinatanim BC ad axem , in axe ABP surota ipsis ordinatis 
BC reciproce proportionalia/' Hoc caiculus tangentium facile ostendet. 
Aequatio Parabolae Cubicae: xc^sas y^, ponendo c latere recto, sive pro 
e' ponendo 36a, sive c = ^Bba , fiet: 3xtas=y\ Ergo ex methodo 

tangentium Slusii erit ^== r-» ponendo BT=^t, intervallo inter tangen- 

ff M tlh 

tem et ordinatam in axe. Jam BP s to est as ^. Ergo to = ~ as -^ . 

^ vi y 

ba 
Sunt ergo ipsae w ipsis y reciproce proportionales, quod desiderabatur. 

Analyseos hujus artificium in eo fuit, quod ex ordinata abscissam 

fecimus, cujus stratagematis antea non venerat in mentem. Non est dif- 

ficilior quaeslio, si quaeratur curva, in qua ipsae BP intervalla ordina- 

tarum et perpendicularium sint ipsis AB abscissis reciproce proportionar 

les. Nempe to = — ; jam iw = ^ , ergo y = y 2 ito vel y 2 / —. 
Jam /io non potesi inveniri nisi ope curvae logarithmicae. Ergo et figura, 



if 



quae satisfaciat, est in qua ordinatae sunt in subduplicata ratione loga- 
ritbmorum ab abscissis, quae figura est ex numero Transcendentium. 

At revera dif&cilior est quaestio, cum quaeritur ut ipsae AP sint 



a» 



ipsis BC ordinatis reciproce proportionales. Nempe x + w^sb^, et 

9 



et fiet; » + 25 ""' 5 — "p ' Ponendo ipsas « arithmeücas, erit 5 ^ 

«* Ä* /^ yi"^ »* je* V* /^ 

eQl|3tans iBtfiet: a; + |j = ^ et /o; =/-r-|-, «^ ^ + |- ^/^ 

sive (fe* -f y^ = — . Jam jpoctae iC, i (C) sunt = ^x^ + jf*. 

Centro i, radio iC, describatur arcus CE, ita ut ir cadat in rectam 

, JlB(C), erunt ipsae E(C) differenüaeinteriCeti (C), sive JBfC= e = dx^ + y*. 

2a* 
Ergo 6 = — . Si ergo liceret y sumere Arjthrpeticae ^rQ^rg^^jopifü, ha- 

beremuß qua^situm ; videtur tarnen nihil reierre, etsi « progressionis irith- 
meticae sums^rimus. Samlis enim or progre«sionis AiithmettcaQ , sequitttr, 
ipsis Alf giye y es^fi ip^^s f (7 si?e e recrproice pmp«rlionalo3. Qai»d 
si autem sunt semel , ^runt sßoip^r« Sumoiaß autem infinitarum redf^oce 
proportio^alium i^abentun q^acnnqviQ sipt progressiooe, e^ quibiu noipfoeo 
proportionales sumuqtur, neque enim hie rectan|;^lQrHin ulto r^tio habe-; 
tur^ ubi aequali altitudine opus est, sed summa linearum, omnium scili- 

r 

cet E {ß) , iqjtur« Sed jam vi^eo diffioiUtait^«! ipsam onuiiiini e sunoiam 

2a* 
sive OQPi^nes — , sive ipsas Ä{C) non haberi , nisi sciatur cujus progres- 

MF 

sionis sint ipsae y. Quod boc loeo ignoratur, quoniam ipsas x necesse 
est esse progressionis Arühmetieae , non ipsas y. Sin jam in aequatione 

V* X o>^ 

superiore ^ + |j "^ T ^ "" f^ciamus y progressionis Arithmt^tioafs^ ^l; 
Ä + ^ = ^*) et ay + "^ S5. a*; imo generaliter neu tri assignando 

progreasionem , fiet : xy + y-^ = d^ (0). Sed nondum quicquam prae- 

dx 

^ifjmWf eoto^ideraadun. ergo ex doeljrina indiviaibilium , pcoduota tßi 

dum ipsi AB occurrat in S, esse summam omnium AP applicatarum ad 

ARf aequalem summae omnium AS applicatarum ad AD, id est vocando 



*) Idem est äx et j, id est differentia inter duas x proiimas. Bemer 



d 



kimg: Leihnizeas. 
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bS^v, fiel Äy /y+ *y /»— dx/x + äx Ivb, sl?e iy i$ + injv 



= t/' 



ex hfpothesi quaestionis. Ponendo jam y progressionis Ärith- 



X 



meticae fiel: %* + ^ = (iorLogy. At pauIo ante eadem facta supposi- 
iione ipsaram y progreftsionis Arithmeticae Ifuit a;y+^ = a' fi^t: 



rfa? -= -xS et nüttc: Ar 



==^-= ; ergo habemus denlqüis äequä- 



tionem, in qua solae supersuat x et y extra vincula, oempe: y^ + s\ 
a^ — y<x^ = 2y'Logy, quae aequatio, cum sit determinata , locum dabit 
quaesitam. Et valde memorabilis est haec methodus, cum enim non sit 
in Qostra potestate tot aequatiouea habere quot incognitas , poterimus ta- 
rnen saepe plusculas oblinere aequationes, et earum ope quosdam ter- 
minod elidere, üt hoc loco £r, qliae sola nöbis obstabat. Singnlaer 
aequationes totam includebant aequationis naturam, nee tarnen es iis erat 
poterät sohido, quod media facih*a haetenus desiot, conjunctio duärum 
aequationum rem compendio dedit. Videor idem aliter obtinere potuisse 
prer momenta. Cht in meiitem venit consideratio nova non inelegans. 

Fig. 2» I^ ^^t' ^ ^^^ BC ^y, FC ^ dy, Sil puncltim 

S medium ipsius F(7, patet momentum ipsius^ FC 
esse i'ectangulam iMb FC et BS, id ei^t rectangü- 
lufii BFC\ nam cum sit BFC + SFC, postdl^ius 
quippe prioris ratione infinite parmm negügi potr 




est I adeoque erit 



it iyfy = I si 



= ^ sive momentum 



omnium differentiarum FC aequabitur ultimi termini 



momento , et ydy = d^ et yHy = 



2 



Porro 



supr« A 
2 if 



ae^. (0) faeim&do m arHUmedeäto rmt y^ «a a^ — a^ siti» 



S^= ' ' , at idem == y%; fl^t ergo yäy *= ~ ■ et erit 



y 




ii4 



-H-« At jam iAtehimus esse 



^Jifiy-^% 



het ergo y\+«* 



1 



-y? 
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ut aote, vel rf»* + a?' == — . UM patet res notabilis, in h» 

y 



I ei d, ubi y 



aequationibus in quibus reperiuntur / et d, ubi jam una , v. g. hie jr pro 

arithmetice procedente sumtaest, non posse jam inverti, nee dici nos ha- 

2a* — 

bere valorem ipsius jc, nempe x =* djf*, quia djf* non potest intelligi 

nisi determinata pregressionis natura ipsius y; ipsius y autem progressio, ut 

djf' serviat, talis sumi debet ut sint x progressionis Arithmeticae , ergo 

ipsae iy supponunt ipsas J?, non ergo per ipsas inyenietur x. Caeterum 

hac arte multa poterunt praeclara haberi theoremata de curvis alias in- 

tractabiübus, jungendo scilicet plures ejusmodi aequationes. 

Ut in hujus modi quaestionibus sane difficillimis simus exercitaüores, 

utile erit adhuc unam experiri, ut scilicet ipsae AV sint ipsis AB reciproce 

a* — — 

proportionales ; fiet : j; + to = — , et ;eio = dy * et ;e = d^r, adeoque fiet : to =3 

X 

-^ = -==• et denique x + --=- = — . Cujus jam non diffidlis solutio 
« dx dx X * ^ 

/^ V^ M a^ x^ 

est, nam ponendo x arithmeticas, fiet: /•^+ •%"= / — » sivefiet: -^ 

+ ^ . = Log. y, sive ^JF* + y^ = AC=^2 Log. AD , quae expressio cur- 

vae satis est sünplex. Reqoiruntur autem ipsae AP progressionis arith- 

meticae. Contra si sint y progressionis arithmeticae, fieret : x+ -^-=s — ; 

sed hinc non facile habebitur natura currae. 

Videamus an possit esse curva , in qua ipsae AC ipsis BP aequales ; 

fiet: va;* + y*=: fü et 10= ht^» Sit x progressionis arithmeticae , fiet 

1 /V^* + y*==) /^C=y*> sed non hoc sufiQcit ad cunram mecha- 

nice describendam, per puncta scilicet proxime accedentia. Ut sit o; = 1, 
Sit BCs?.(y), erit Vl + (»*) « (y*) äte 1 + (y*) = (y«). ünde habetur 

(y), nemque y* — y* + J=l + f sive (y*) =-^ «*(»)= jS- ^^^^ 

eodem modo >/4 + ((y*)) + v 1 + -^ = ((y ')), ita rursus poterit inyeniri 

AC * i(C)2 
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((y)). Et hujus ope reperietur terlia ÄC, et ita reperietiir polygoAum ali- 
quod curvilineo quaesito eo similius, cpio minor assumta est imitas. 

X esse progressionis Aritbmeticae significat motum (inter describen- 
dum) in axe AB esse miiformem. Descriptiones autem, quae supponunt 
motum aliquem esse uniformem, non sunt prorsu» in nostra potestate* 
Neque enim possumus producere motum uniformem, nisi continue inter- 
ruptunii. 

Yidendum an dxdy idem sit qaoi'dxy, et an -p idem quod d~, 

et videtur« ut sit y = ä* + te et o? sit cä + d, fiet dy ä «* + 2ß% + ß\ 
-^bz + hßf — «* — Ja, et &dtdy^2z + bß. Eodem modo dx^ + eßj et 
ita erii dydx^Bc 2z + heß\ At idem produces, si statim facias dxy. Nam 
in.singulis lactoribus separatim destnictio fit, altero in alterum non in* 
fluente; idem est de diidsoribus. Sed jam cum earum summae quaeruntur, 

discrimen an sit, videndum est. /(Ix = a;, /dy = y, /dxy=xy.*) 



Si jam sit aequatio v. g. dxdy =a;, erit / dxdy= ix. Jam 




.y: = 



■9 > ergo Idxdy == -^^ sive a?y =: -^, sive -5- = y> quod satisfedt aequa- 

tioni dxdy = x ; nam pro y ponendo ejus valorem fiel : dx--^ ^=si x shre -^ 

" ' » • 

=:a?, quod verum esse constat. In summis haec non procedunt, nam 

y non est idem quod /fl^y; ratio est, quod differenüa est 

quantitas unica, at summa est quantitatum plurium aggregatum. Suouna 
difierentiarum est terminus novissimus. At ex summis facientium inrenire 
summaa prodoctorum, nondum analytice, certa ratione possumus, et quae 
in eo genere fedt WaUisius non dc^^onstrstione , sed feUd induetione, pin 
tmitur« Demonstrationem tamen eorum invenire, magni res foret momenti. 

Sint /«y, quae quaeruntur. Ponatur /*y=3w, erit %y;=sdwteiy^ — » 




^) Errovi vide infra (tiemerkung toh Leibniz)< 
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sequi videtur d— =—, adeoque — = /— . Ergo foret / — = -:=■, quod 



vi 



est absurdum. Unde sequitur / -77- non esse — . Quid ergo erit? Dif- 

ferentia ipsarum &, diyisa per differentiam ipsanim tp summenda est Non 
ergo qüa<£bet differentiarum , adeoque et tota t?, dhidenda erit per singu- 
las ipsius xlß; non, kiqaam, quia singulae tantum per singdas respondentes 




sibi di^dontur» non quaelibet per omnes. Ergo aliud est / -ry 4^^ 

^ . Ergone aliud erit d-r fluana -z-rl Si idem est, etiam 

Jitp^tp ^ tp ^ dxp 

yd— erit = / -TT» sive-7- = / -^ = t-^» quod absurdum est 
V/ ^ dxp[ ^ J dtp Jdxp' ^ 

Eodem modo, an dv^ß = dvdip. Ergo / dv^ß sive ü^ =s / dvdtp. Jam 

ff}p =r idv idip ; ergo / dvdip ss / dv /dxp, quod est absurdum. Ergo 

absurdum esse ridetur dvdxp idem esse quod dvxpj itemque •jy = 

d-r , quod tamen paulo ante asserueram, et quod videtur demönstrafivtmi 
DifGcilis nodus. Sed jam disünguendum video : Si sit t^ et 1/^ et fadant vtfß 

,.^ ^««. .%« ,.,., = .* «. ^, ^^u.>^ 

p quam ipsns ^ rationales per unam quandam, v. g. aftscissatti: J^ espre^si, 
tanc edeuhB semper d^eebit eandem pröduci däk^etgüstaty sive idl^ tote 

dM et dvdtp Tel j-. Sed jam video ista nunquam procedere, nee per 

partes in bis iri posse, nam v. g. sit x + ßf'^x + ß,, — ,ä^,J^, fiel 2/}Jr, 
quod longo aliud est quam x + ß, — s„'^x + ß,^^s quod daret /?? 

Condudendum ergo aliud esse (fo^ quam dvd^^. aUudqiie d-- qi^a^ -r-r • 
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Sit primus gradus a+6j?+qf=o; l>n=0, AB 
= jr, BC = Sj TBsst; ordinando et acconimo- 

dando ad tangentes, fiet: Jl= — qf, et ^= — j— . 

Eodem modo = ^^^. Sit FJB = » et WS = 

c 

/J, patet esse: — = -^ , et fiet: w=: ^^^^- Eodem 



to 



— IPC 



mo4^/»F=-:^. Seeipdus gradus: a+6x + cy + 

^i-l-cyi -(- fyx=io; ordinando ad tsaagentes fiet: 4^ 
+ 2(lr;+/'S( = T-cj — 2fy«— /^yr, adeoque ^ = 

~ ? ~^J^ ~/^^ . ündc facile patet, semper t per f (et per jr) di- 
vidi posse et quoniam lo = — , idco ftet hie tp = L-2e»^ ^^ ' *^*^" 



quefiet: jr= — ~ fi^ — ^' *^ ^^"^^ antejf=5 — - 



— a — hx — ix' 



^ T ■ 



+ ^+/^ 



et fiet: 



■ T ■» - j^ ' m t — ; — .1 



_ —WC + fx,^ — ßb + 2(te 

Habemus ergo aequationem, in qua nulla est aix^us y. Et omnes figurae, 
quarum aequatio ex hac aequatione pro yaria expHcatiefio lita^arua eoii- 
stantium formari potest, quadrari possunt; illae item, quae ipsi per metho- 



. < 



Beilage IT. 

NoTember 1676. 

Galculus Tangentium differentialis. 

d7=z 1 (C? = 2jp dj? = 8jc* etc. 




S = -;1^ etc. 
Ex his colligitar regula generalis haec pro differenliis ac summis 

ünde d— . seu dx"^ erit — 2*^* seu = et dv^ geu ds^ crit 

jp' jp* • '^ 

-»*.^ji~i seu 



-♦/i 



Sit y = jt', et erit ^as 2jp</jp^ ergo j^*« 2j?*). Quae ratioci- 

US 



*) Am Rande des Manuscripts hat Leibniz bemerkt: Praeclara haec 
observatio est ad calculum meum di£ferentiarum> &i sit ht ydx + xdy-^ elc ^=^ 

fore hyx + / e(c. s^O» et ita de caeteris. Videndam quid de /i' facien- 

dum« Ad' istos calculos nielias faciendos poterit aeqnatio ay' + hyx + cx^ + 0^^* 
transmutari in aliam alia curvae relatione, et comparabitur proveniens alio dif- 
ierentiarum calculo> cum eo quod per istiim prodit. 
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natip est generalis^ n<$p refert qoae sit progressio jpsariun jt* Cod^m- 

que modo generalis regula ita slabit: _ = ex^-^^ et vicissftn / W^ 

ds %J- 

Sit aeqaatio quaelibet, v. g. 

ay^ + 6yjr + &r* + /** + S*Sf :+ *' = ® 
et pro y scribendo y+^ ac pro 4P similiter « + ^jp*)» fiel omissis 
omittendis alia aequatio: 

fly' + 6y* + cjr* + /^* + j^y + A»= 

Quae est regulae a Slusio publicatae origo. Eam vero ita in infinitum 
amplificabioias : . Sint literae quotcrnique, et ex tis coniposita forniola, 
verbi graUa ei literis tribus sit fonnula: 

ay^ hx^ t%^ fys gyz hxx ly mx n% ^ ^ 
Unde fiet alia aequatio: 

ay^ bx^ es' /y4^ simi- ly iM simi- p 

2adyy 2ibiss 2edzz fyda^ lUer idy mdx liter 
ff^ ' 

ady^ hdx^ cdx^ fdxdy 
Unde patet eadem methodo haben tangentia superficienim plana, et 
aUoqui nihil referre an non ipsae literae x, y, z aliquam habeant cogni- 
tam relationem, ea enim postea substitui pptest. 

Hinc praeclare senriet eadem methodus, etsi compositae fracliones 
aui irrationales caiculam iogredia^itur, sec opus est earum toUendaram 
causa caetera exaltari, cum potius ipsarum differentiae separatim inveniri 
ac substitui possint: deinde cum methodus tangentium publicata non nisi 



*) Leibniz hat am Rande des Mannscripts bemerkt: Alterutra ex his 

dx vel dy pro arbitrio explicari potest, adhibita aequatione nova, et alterutra 

barum dx vel dy sublata et x scilicet vel y aliter per quantitates explicanda. 
Verum non puto id esse, quia catalogus omnium curvarum quadrabilium prodire 
debety alterutram somendo constantem. 



1^ 



timc |)rbceilAt, dam onRnafae pafrallela^ aünt, fsta et ad tan'gent^s' et üiiH 
qnascanque y imp illas .quoqpe rdaliones accommodari potest, quae sunt 

■ 4 

ordinatafum ad curyarum portiones aut in quibus angiilus ordinatarum 

» 

certa lege mutatur. Caeleram speciatim operae pretium erit rem iä iihra- 
tionales ac fractiones coropositas accommodare. 

dx ^ 27*" 



d^a + bz + c«^ ponattlr #+ 6« •+•(»*:««, Ä 



jam 



h + 2c% 

■ ITTHt — rr 



;^ = 6 + 2«: ertj« dy« + 6« + c««= - irfi^ a + t ' « -f «^ 

Sumta aequatione duarum literamm ö;» y pro cürva; et determinaCa 
aequatione ad^ tangentea, toUi polest aiierulr'a ipsafan s et y, ita ut 

restet altera taatum una cum dfs et äy, qaed per Mmes' tai^its calculari 
operae pretium est. 

Datis tmbtts literis, ut s, y, xr-, et vaioi^ ipsiils dz- tft^ ipsiiifl J^ 
*Te] y (vel etiam utriusque) expresso, baftebitur deriique ae^datid älDgen«-f 
tium, in qua* erit eiiafttl tlBMtudl alterütra Karäfl» jt ^t y' et duae dg, ds\ 
aliquando et ipsa » non potent tolli* Hoc etiam per omnes' caslis as- 

sumti Talori» ipsius ^ dedüd potest;, eodem modo piures adhuc literae 
assumi possuni! Et conjnnctia in uttum- caleulis umversalibus omnibus, 
universaiissimus ex ipsis fiet. Caeterum assumtio plurimarum literarum 
usum babere potest ad methodi tangentium universae proUemata ope qua- 

dratararum solwnda. Ut si i^ropositiim sit 
— proUema .solrere» in quo smpilial re<$laniiii 

€Bl BP df data steü ^ + ?^= äy, flel dx 

ix 

+ dy^:s± sdi seu* si -f g-^ -^. Ita babe- 

mus curvam in qua summa earum CB + BP 
(in constantem r) aequatur rectangulo ABC. 




r 



Bellaire T« 



n. Julii 1677. 



Medwde generale pour mener les tottchaotes des Lignes Courbei^ 
saus cakul^ et saus reduction des foantit^ imtioneHes 

et rompues. 

Hbnsieur Slusius a publik la methode pour trouver sans calcul 
leg touchantes des lignes courbes, dont requation est purgee des quan- 
titös irraüonelles ou rompues. Par exemple une courbe ßC estani donnee, 
dont l'eqitation exprime la relation de BC ou ÄS que nous appellerons 
y, ä AB ou SC\ appell^e jr, soit 




on na qu*ä 6crire 

o = bi + cv + dasv + 2esi + 2ftfv + gx^ + hyH + ^1^^^S + ^^y^ 

+ iäß§ -h 2jxy| + 2hxyv 

+ mjfiy^ + ms^y + psy^ + gx* + ry* 
+ 2mxfjfv + nxh) +Fy*? + 4gx*| + iry^ 
+ 2myH + inyhS + 3w*4Pü. 
c'est ä dire changeant reqaation en analogie: 

S _ c + d4f+ 2 fy + gx* + 2toy. + aiy^ +2im%t 
«; "^ 6 + ij + Siai + a^fav+V + a*a?* etc* 
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et supposant que ~ exprime la raison -^ — ou -«sr» *'^" ^^^ ^'* ^** 
59, en supposant AC et SC donnees. Lorsque la valeur des grandeurs 
determinees b, e, d, e eic avec lenr signes, fait de la valeor •-- une 

grandeur negative, la toucliante ne sera pas CT, qui va vers A commen- 
cement de Tabscisse AB, mais C(T) qui s'en eloigne. Yoila (out ce qu'on 
en a publik jusqu'icy, aise ä entendre ä celuy qui est verse en ces ma- 
tieres« Mais lors qu'il y a des grandeurs irrationelles ou rompues, qui 
enferment x, ou y, ou toules deux, en ne peut se servir de cette methode, 
qiie par reduction de requation donnee ä une autre delivräe de ces gran- 
deurs. Mais cela grossit horriblement le caicul quelques fois, et nous 
oblige de monier ä des dimensions tres bautes, et ä des equations, dont 
la depression souvent est tres difficile. Je ne doute pas que ces Mes- 
sieurs*) que je viens de nommer ne scachent le remede, qu'il y faut ap- 
porter, mais comme il n'est pas encor public, et que je croy qu'il est 
connu de peu de personnes, outre qu'il donne la derniere perfection au 
Probleme que M. des Cartes disoit avoir le plus cberche de tous les autres 
de la Geometrie, k cause de son utilite, j'ay jug6 k propos de le publier. 
Soit une formule ou grandeur ou equation, comme par exemple 
Celle que dessus a + bs + cy + dxy + ea?* + fy^ etc. appellons la par 
abregt w et ce qui proviendra lors qu'elle sera traile comme cy dessus: 

s^avoir 6^+ cv + ixv + iy^ etc. sera appelle rfti>, de meme si la for- 
mule seroit A ou /it, le provenu serait dX ou d^i et ainsi dans toutes 
les autres. Soit maintenan( la formule ou equation ou grandeur vo 

egale ä—, je dis que dw sera (fegale^jf ^ > [»"^r «i ^' » Gela soffit ponr ma* 
nier les fractions. 

Enfin soit to ^gale k ^^u>, je dis que dw sera egale ä ^qi — ce qui 



sufBt pour traiter comme il faut les grandeur^ irraäonelles. 



y/.^ 



*) Leibniz batte zu Anfang :.Hädde, Slusins, et autres, geschrieben; spä- 
ter hat er das Uebrige, ausser Slositts« durchgestrichen. 
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Algorithme de l'analyse nouvelle de maximis et miBiniis,^ 

ou des louchantes* 

Seit AB = x, BC^y/ TQC li 

touchante de la courbe ÄCy et la raiisön 

TB SC=a? ,\ äx 

Soyent deux ou plusieurg autres "ccmrbee 
if, AH^ et posant BFssv, BH:s^'W, 
et la droite FL toucbante de la courbe 

AF, et MH de la courbe AH^ et «« == "=■ 




^ JfiT dx . ... 7*1 c j ■ 

et ^=- = _=, je dis que dy ou düio 

seira egal ä vdw + wdv\ estant t; = to = a; 
et y = t?M? = a?*, alors pöur t; et w sub- 
stituant 0?, nous aurons dvw = 2xax. 
(Tout cela reussira aiissi si l'angle ABC est aigu ou obfus, item 
s'il est infiniment obtus, c'est ä dire si TAC est une ligne droite.) 



' .! ■» 



Von diesem Entwürfe ist folgende Umarbeitung vorhanden, di'e offcjiK* 
bar um dieselbe Zeit fallt: 

Mons. Fermat a trouve le premier une Methode qui pQUvoit estre 
rendue generale, pour mener les droites qui touchent les lignes courbes 
änalytiques. Mons. des Cartes s'y est pris d'un autre biais; mais le cal- 
cul qu'il prescrit est un peu prolixe* Mons. Hudde a trouve un abrege 
merveilleux en multipliant les termes de l'equation par celles de la pro- 
gression arithmeiique. U ne l'a publie que pour les equations d\ine 
seule inconnue; quoy qu'il Tait eü pour celles de deux indeterminees. 
C'est donc ä Mons. Slusius que le public en est oblig^} et apres cela 
plusieurs ont crü que cette matiere estoit epuis^e. Mais toutes ces me- 
thodes publiees supposent l'equation reduiteet purg^e des fractions 
et irrationelles , je parle de celles dans les quelles les indeterminees sont 
comprises. Cependant j'ay trouve moyen d'eviter ces reductions inutiles, 
qui fönt grossir le caicul horriblement et qui noüs obligent d^ monier 
ä des dimensions tres hautes, dont il feut'ohercher par apres la depres* 

Gerhardt, Analyiitf 10 
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sioii av«c U^n d^ h peina, an lieu qv'i«y tout $e trouy^ tf t ^0» iK 
premieur coup« Cette Methode a eucor pluß d'avantage sur toutes Celles 
qui ont es^^ puliees, que cello de Mons. Slusius a sur les autres, par- 
ce gu'afitre chpae est de danii^r uo simple abrege de calcul , autre chose 
est retrancher les redvictiQns et depressions. A propos de la publier, ä 
Gdi^se de la grande eteodue de cette matiere que Mons« des Cartes luj 
mwk^ a jiige estre la plus utile partie de la Geometrie et dont il a 
9(Qubaitti b plus de veuir ä bout, mais pour m'expliquer nettemeut et 
sUeoiBCteiDent, je suis obKge dwtroduire de noureau.x caracteres 
t% de leur donner un Algorithme npuveau,. c'est ä dire d^s regles 
tai;ites pärticulieres pour leur addition , soustractioii , n^ultjplicatioD , dl- 
visjoD, puissances, raciues, equations. 

ExpUcation des caracteres. Soyent plusieurs courbes comme 
CP, FE, HJ, rapportees ä un meme Axe AB par les ordonnees k un 
meme point J7, s^avoir £C, BF, BHi Les touchantes des courbes CT, 
FLf HM^ coupant Taxe daqs les poi^ts T, £, M; le point A dans TAxe 
est fixe, le point B change avec les ordonnees. Appellons AB, x; BC, 
y ; BF, %d) BH, v\ et la raison TB k BC soit appellee ds ä dy et la raison 

n sera -==i et la raison MB ä BE sera -^ et la raison JUB ä BH sera 



dvo 



dw 

dx ä dv. . Si y valoit vu? par exem- 
ple , nous dirions dvw au Heu de di/, 
et ainsi dans tQus les autres exemples. 
Soit a uiie droite constante , alors si y 
valoit a, c'est ä dire si la ligne CD estoit 
üue droite parallele ä AB., dy ou da ser- 
roit 0, on egal ä rien. Si la grandeur 

ds 
ivo 
d'estre menee vers A, au dessus de B, 

sera men^e en sens Contraire au dessous 
de J?. 

i^d4iUo9 et Sou^traction. Soit y egale ä v ± ur (±) a, iy, sfra 
eg^ ä ife ± dw (±) Q. 




se trouYx^it negative , alors FL^ au lieu 



Rsfciues Oll exUactiooB. y^ss^w^ bX ^ lera 






• 1 « _ _ _ _ " 

Miihfpllcätloti. Soft y egale ä avtb, dy öü ädi?u> öu adm Äera 

jvision. Soit jf egale ä — , d« ou d—, ou —d— sera ■ J^ ' . 
> La regia des^ paiasancM et raevfiei^ n'est qu'crne mem« eä effect. 

PüiSöäücfes; y egale ä to^ (supposant % un certain nombre) et dy 
serä «, w^-*, (Jwr 

Sw 

EqijLalionB concues. ea termes rationaoi et entiers. a + bv -{- ey 
4- tvy + «ü* + /y* + gvhi + Ayy» + to* + ^y* + fni>^» + m^ + fp^ 
+ jW* + ry* = 0, 

supposant a» b, e^ t, e etc» grandeurs ccHiAiies et delermiaeeay et noiv 
aprons 

Q z=thdv +(% •:{- It^dtf + 2e&& + 2/y^ + 2||t)>^ 

+.ryÄ7 + 2g9ydy 

+ hy^dv + Uv^dö + iyl^dy + %m^dy + m^iy 
+ 2Avydy + 2mvy^dv^+ Bnv^dv 

+ py^dv + Aqv^dv + 4try^dy 
+ 3pvy^äy. 

Cette regle se peut demönstrer et contihuer ä rinfini par les regles 
precedentes, car si a + bv + cy + tvy + «v* + fy^ + gv^ etc. = 
da + dby + dey + tdvy + edv* + fdy^ + gdvhf serä aussi = 0. Or 
da = 0, dhv =^ bdVj dcy = cdy, dvy = vdy + ydVy et dv^=3 2vdVj par- 
ceque dv^ egal ä z^ t?^~~^, dv^ c'est k dire (au Heu de z substituant 2) 
2vdü\ ei dv^y = v^dy + ivydv ^ car posons to « t?*, et dv^y sera dioy, 
or diry = ydw +wdy ei Sw on dv^ ^= 2vdVj donc dans lavaleur de dvw 
substituant au lieu de w et'dto leur valeur trouv6e, nous aurons 
di)^y=v^dy + 2vydv, comme auparavanL Gela suffit pour aller ä rin- 
fini. Si dans Tegualion . donnee a + hv + ey etc. = la grandeur o 
estoit ^gale k x, c'est k dire si la ligne JH estoit une droite, la quelle 
continuie tomboit dans le point Ay k angle demydroit, alors l'equation 
proTenante changee en analogie donneroit la regle de la Methode des Tan- 

10» ^ 
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ffentes, i)ul)liee par Mons. Slusius, la quelle par consequent n'est qu^on 
cas ou coroUaire de la meihode generale. 

Les EquatioDs embarassees.de quelle maniere que 
l'on Youdra par des fractions et irrationelles, pourront estre 

m 

traitees d^ möme sans aucun calcol en supposaot le. nominateur de la 
fraction ou la grandeur dont il faut tirer la racine egales ä une gran^ 
deur ou lettre, que Ton traitera selon les regles susdites. Et quand il 
y a des grandeurs qui doivent estre multipliees l'une par Tautre, on n'a 
pas besoin> de faire cette muItiplicaCion effectivement, ce qui' äpargne en- 
cor beaucoup de travail. Un seul exemple suffira: 

(Das Folgende scheint später hinzugefügt zu sein.) 
V.' ; Au reste cette methode sert au^si lors que lesCourbes ne sont 
pasipiirementianalytiques, et lors m^me leur nature n'est pas eixpliquee 
par des telles ordonnees, et de plus eile donne une facilite merveilleuse 
pout les construetions geometriques. La veritable raison d'im abrege si 
admirable , et qui . nous fait eviter toutes les reductions des fractions et 
irrationelles est que Ton peiit tousjouri^ obtenir par les regles preceden- 
tes que les lettres dy, dv, dw, et semblables se trouyent hors du nomi- 
nateur de la fraction, et hors du vineule de la racine. — 



. . ^ ■ > « 
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Veilaire Tl. 



Elementa caiculi novi pro differentiis et suminis; tangentil)tis et 
quadraturis, maximis et minimis^ dimensionibus lineanim^ super^ 
ficiemm > $olidorum , aliisque communem calculum traD«cendentibus, 

Sit linea CC cujus aiis AB^ ordi- 
natae ad axem normales £C, qttae Vocen^ 
tur y^ abscissae ex axe AB^ quae vocentur 
X. Jam CD differentiae abscissarum ToceQ- 
tur dXy quales sunt iC^Dy 2^2^) s^a^ ^tc. 
At vero rectae iV^C^ iD^C^ ^D^C (differen^ 
tiae scilicet ordinatarum BD) Tooenlur iy^ 
Si jam ponuntur ipsae istae dx et dy infi- 
nite parvae, seu quando puncta cunrae di- 
stantiam habere intelliguntur quavis data mi- 
norem, id est si istae 2^2^» a^a^ ^^^ ^^^^ 
siderentur ut incrementa niomentanea ^neae 
BC inter descendendum per AB continue 
crescentis, tunc patet rectam dub illa puncta 
^d\^ jungentem, ut ^C^C (quae est elementum 
. curvae seu latus polygoni infinitanguli qupd 
pro curva habemus) productam dbnec axi 
occurrat in |7, fore ipsam curvae tangentem, et erit fTJt (interväl- 
Iuin iot^r ordinatsim , et tangeatem in axe punlam) ad i«BiC;Or(lkiatam, 
ut iCgD ad |P|C, seu ai JiB vei ^T^B etc. generaliter. voeetur l, Mn§ 
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t '. y.i dx : dy. Et itaque inrenire differentias serierum est mvenire tan- 

Ex. gr. quaeritur tangens Hyperbolae cum sit y aequ. — 

. (posita JC seu AB abscissa ex asymptota , et 
a latere potentiae seu rectanguli ABC) erit 

dy aequ. — — (ir, ut mox patebit cam 

madum calculandi pstendemus, ergo dsidg 




aa 



aa 
X : — 

X 



seu t \ y erit :: — xx 

i\ — X ', yy ergo t aequ. — x, hoc est 

« 

in Hyperbola erit BT aequ. AB, sed ol) 
bigiium — Don versus ii, sed in contraria^ partes sumenda« Por- 
ro dtfferentfae sunt reciprocae snmmis, ita ordiftatae sunt suaitrm dif- 
ferentianim »ummae» sie ^B^C est ftuinma omnium differedtiaruiti , tit 
zD^Cf iDjC etc. usque ad A, etiamsi numero essent lufinitae. Quod 

ita di^igno 




9 aequ« y« Are^ mi9» Sgurae designo per summam 

rectangülorund ex ordinatis in diiTerentias abscissarum , ut ^B^D+^ßiD 
4- A^ ^^^* '^^^ exigua triangula iC^D^C, ^C^D^C etc. cum sint infinite 
parva fespectu dictorum rectangulorUm', omitti possunt impune, itaque 



JV^am %iii»e ^alculo hm^ iU designo 



» f9^> 



seu summam ex rectangn- 



lis cujusque y ducti in respondens sibi dx^. ubi si dx ponantur se aequa- 
les. habetur Methodus indivisibilium Cayalerii. Ncis autem altius assur- 
gentes aream fi'gurae inveniemus , si inveniamus figuram ejus summatricem 
sive quadratricem, cujus scHicist qrdlnatae £int ad ordinatas figuräe datae 
Ut summae ad differentias \, exempli causa , sit figurae quadrandae datae 
curva EE*)f ejusque ordinatae EB, quas vocabimus e, sint differentiis 
prdinatarum J^Cseu ipsisdt/ proportionales, s^\i^\i,iB^E: ^B^B i\ ^B^C : ^D^C^ 
et ita porro, vel. sit ut A'^B ad |J^^(7 sive ut iC^D ad \B^Ci sive ut dx 
a^ dy, ita consts^ns seü semper permanens recta a ad ^B^E sive e, fiet 



»* mm 






^) Ün lidiuistript itW die Vi^r. Eeftint spricht otf cfnbai'' votü der lo- 



jlfiiMthiJiiMbea ^urvei^ 



X 



äx: dy :i a: e seu edx aequ. ady. Ergo iedx aequ. iady. Est 

vero $dx idem quod e in ds respondentem , ut rectang. ^B^B^ quöd fit 

ex sB^JK ifl, 3S4B, trgo iedx erit SHinäid talkim r^dso^ulonBiB 

sV^S + s^s^ + 2^1' ^^^* Quae somma «st ipsa area figurae Ä^B^EA 
po^ftis ipsiB diß seu ordinataram e sive £17 i&tervallis infinite parvis; 
Porro ady e^i rectang. ex dy ut ^B^C in constantem a, et surnttia ho- 

rum feqtangiUorum, newpe /ady sive ^D^C in a + j^jC in a + jJPaC 

in a etc. idepi est quod 3O4C + ^D^C? + il^^t? etq* in a, hoc est 

ideo) quod. 4B4C in a, ergo /ady aequ, a /(^ seu ay, ^ld)elnus ergo 

yejda; aequ. ay^ hoc ^st area Ä^B^EA aequabitur rectaQgu)o sub ip$a 

♦ 
4B4C et constante a> et generalUer area ABEA aequ. BC in 4, Tan* 

tum ergo ad quadraturas opus est data linea EE invenire lineam CC 

famiBaitricem, et quiden sam^per catcuk» inveniri p^teat, an talis }inea 

haberi possit communi Geometria , an yero sit Transcendens , quae cal- 

culo Algebraico exprimi non potest, de quo alibi. Ex bis autein jam in- 

finita pulchra theoremata partim ab aliis maxime Anglis Batavisque inventa, 

partim non inyenta duci possent et quidem solo calculo , nuilo prope- 

n>odum imaginatio9i$ l^bor^, Triangulum aut^em ad lineam» quäle est 

iC^Jf^C» voco characteristicum lineae, quia ejus ope potissimä in- 

yeniri ppssunt circa lineam thepremata^ quae videnlur admirahilia, v^ 

ejus dimensioy superficies, solidaque rotatione genita, centra gravitatis» 

quia iCjC* aequ. ^dx.dx + dy.dy. Hinc statim habetur modus in- 
veniendi curvae dimensionem oj^e alicujus quadraturae, ex« gr, in pa^^a- 

bola 9 si ait y aequ. ~, edt dy aequ. , ande ^C^C erk — >/aa+Jcx, 

JLa a a 

est ergo ^C^C ad dx ut ordinata Hyperbolae ^aa + xs ad constantem 

ir ,- . 

tkf sisa -^/ 407 V^ff-f JTJ?, recta aequalis currae parabolae, pendet ex 
quadfttim Hyp^bolke, vl\ jam. ak aUis inr^ntom hat)eliMr. iEt ita <;alopla 
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exprimuntur inventa pulcherrima Hugenii, Wallisii, Heuratii et Neiliu 

• ... _ < 

Supra dixi^sse t:y::dso:dy. Ergo erit tdy aequ. ydx, ergo it dy 



I. fydss. 



aequ. iyisß» fl^eo . aequatio in lineis eountiata 4^1 theorema elegans 



Giregorii; nempe sit angulus BAF rectus, et siot iF aequales ipsis JIC, 
6t FG pariallelde ipsi AB[ et aequales ipsis BTy nempe iF^G ipsi. |ff|7*, 



t itdi 



erit itdy seu summa rectangulorum ex ^ verb^ gr. 4F46 (seu ^B^T) 

in d^ seu ,F4F (seu 3JO4C) hoc est rectang. 4^8^ + »Fjfi +1^46 etc. 

seu area figurae i4F46i äequalis ipsi fyds seu figurae ^4^4(71 et ge- 

neraliter AFGA aequ. ABCA. Yicissim alia, quae ex figurae inspectione 
statim patent, ex calculo etiam facile deducuntur, ex. gr. quod in trilineo, 
ut iBCi, figura ABCA cum figura complementali AFCA aequatur rectan- 



gulo ABCF, nam caiculus mox ostendet, quod fyäx + Ixdy aequ. xy, 
Si quis quaerit solidum rotatione circa axem factum, tantum quaerere 



ä /ydix + ixt 



J 



5t / yy dx. 



potest / yydx^ pro solido circa basin Ixxdy, pro momento ex vertice 



yxdjp, quae serviunt ad invenienda centra.gravitatis figuranim et ex- 



primunt ungulam Gregorii a S. Vincentio et quae deinde Pascalius, Walli- 
sius, Lalovera, aliique circa haec invenere. Nam et si quis quaetat cen- 
tra linearnm , et superficies earum rotatione generatas, ex, gr. superficiem 

lineae AC circa AB rotatae, tantum quaerere debet / y^dsdx + dydy 

seu summa omniuili FC ad axem applicatarum in punctis respondentibus J?, 
ita ^F^C appli%^itur m AB normaliter ad ^B, undß fit. %ura, cujus 
area est illa ipsa summa. Itaque res statim reducet ad quadraturam figa- 
rae alicujus planae, si pro y et dy substituat valorem ex natura ordina- 
tarum et tannentium curvae« Ita pro parabola.sit. y aequ. V2aa?, erit dy 



aäqu. ^--*', ut moK patebit, ergo prodiint' fyyixiaB+^d^idg^ söU 



Mi /sy- < 
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fdx^yy+aa seu / dxyl2ax +aa, quod pendet ex quadratura pa- 

rabolae (est enim omniujtn ^2ax +.aa seu PC locus ad paratolam» po- 
sito AC esse parabolam, AB ejus axem, licet tum deberet figura immu- 
tari et curva axi concaTitatem obvertere) quae cum habeatur ex communi 
Geometria, habebitur et circulus superficiei conoeidis parabolici aequalis; 
quae prolixe deducere non est bujus loci. Haec autem quae magna yideri 
possuDt, sunttautum facillima calculi hujus corollaria. Multa enim majorä 
hiuc sequuatur, nee ullum facile problema sive in Geometria pura, wo 
ad Mechanicen applicata occurret, qüod ejus vim plane efTugiftt. 

Jam ipsius oakuli Elementa exponamus. 

Fundamentum calculi.: Differentiae et summa« siln teeipro^ 
cae sunt, hoc est summa differentiarum seriei esl seriei terminus, etdif«- 
ferentia summarum seriei est ipse seriei terminus, quorum illud ita enun- 

tio: fdx aequ. a?; hoc ita: d /x aequ. a?. 



: fdx aequ. a?; hoc ita: d ix aequ. 



Sit series differentiae 12 8 4 5 dx 

series ipsa Ol 3 6 10 15 x 



seriei summa 1 4 10 20 35 



ß 



♦ /flta?, il 



Jam Termini seriei sunt summae differentiarum seu x aequ« idx, ita 3 
aequ. 1+2, et 6 aequ. 1 +2 + 3 etc. contra differentiae summarum. 
seriei sunt ipsi seriei termini, seu d /jt aequ. o;, ita 3 est diQerenlia 



tf 



inter 1 et 4, et 6 inter 4 et 10. da aequ. 0, posito a esse quantitatem 
constantem , quia a — a est 0. 

Additio et subtractio. Differentia vel summa seriei, cujus, ter- 
minus est conflatus per additioncm vel subtractionem terminorum aliarum 
serierum, eodem modo ex barum serierum diflerentiis vel summis con- 

' • * r ^ 

flatur, seu x + y — v aequ. / dx + dy^ — rfv, / x+ y — i? ae^. 



r 

V. Res patet inspicienti, si quis tres series et cujus« 
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que summas et differentias exponat, et tali modo respondentes respon- 
deDtibus inter se jungat. Multiplicatio simple x. dxy aequ. 

iicdy +ydx seu xy aequ. /xdy + /ydx< Est id ipsum quod supra 



diximus, figuram cum suo complemento aequari rectangulo circumscripto. 
Ex calculo ita demonstralur : dxy idem est quod differentia duorum xy 
sibi propioquorum quorum unum esto xy , alterum s + dx in y + dy, 

__ 1 w~rr-w-mm^mtn — r 

fiel: dxy aequ. x -{■ ds \x\ y +dy — xy seu + xdy + yds + dxdy et 

omissa quantitate dxdy, quae infinite parva est respectu reliquorum, 

posito dx et dy esse infinite parvas (cum scilicet per seriei terminum 

lineae continue per minima crescentes vei decrescentes intelliguntur) pro- 

dibit xdy + yds, Signa tamen variantur, prout o? et y simul crescunt, 

vel uno erescente alterum decrescit, quod notandum. Divisio sim- 

1 . j y xdy — ydx , y Jf + «y y 

plei. o^- aequ. — — , nam d-^ aequ. ^^^ — ; — ■/ — — seu 

*^' X ^ XX X ^ X + dx X 

— —, — ^^-, ubi pro XX + xdx scribendo xx, quia omitti potest xdx 
XX + xdJt 

tanquam infinite paryum respectu ipsius xx, fit: — — , et quidem, 

si esset g aequ. aa^ foret dy aequ. 0, unde fieret , quo valore 

paulo ante pro tangente Hyperbolae usi sumus. Ex bis jam facile quivis 
calculo ducere poterit Multiplicationem aut Divisionem com- 

positam; ita dxyv erit sydv + xvdy + yvdx-^ ita d— erit 

— "^^ — , quod demonstratur ex praecedenti, nam d— 

xdy — vdx , — 

aequ. — ^^ — , ubi pro ponendo äü, et pro dx seu dzv ponendo 

XX 

zdv + vd% per superiora, babebitur quod diximus. Sequuntur Poten- 
tiae: dx^ aequ. 2xdx, et dx^ aequ. ixxdx. Nam ponendo y aequ« x, 
et V aequ. x^ pro *dxx poterit scribi dxy, boc est (per superiora) 
xdy + ydx seu (si s aequ. y, et per consequens dx aequ. dy) 2xdx» 

m II I MM ■ . ■ ^ 

Similiter pro djr* scribetur dxyv, hoc est (per suferiora) sydv +svdy+yvdx 
seu (tf ei V ponendo et pro dy et dv ponendo dx) ^xxdx. Q. E. D. 
Eodem modo in genere d^x^ erit aequ« e • x^jzldx^ quemadmodum ex 
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dictis non difficulter demonstratur. Hinc porro d-j aequ* — lÄ+i- 

Nam si -r aequ. a?*, erit e aequ. — Ä, jpi-=:l aequ. ^ . . ,' ut notum 

est naturas exponentium in progressione geometrica intelligenti. Atque 
hoc pro'fractis. Idem procedit pro irrationalibus seu Radicibus: 

d(^^x^ aequ. dx^'^ (per A : r iDtelligo — seu h divis. per r) seu d\sf^ 
(posito e aequ. — j seu e*a;i=i({jr per supra dicta, seu (pro e reddendo 

Ä : r et pro e — 1 ponendo A — r : r) — . a?^""*" ' ^ . da?, quod proinde 

r, — /^ aji±l 

erit aequ. dovÄ*). Ex bis vicissim fiet i{pß^ . cto) aequ. -—r-r et 

/(— . cte) aequ. — -— ^ ^,_^ et Z^^. (te) aequ- ^^^(3**^). 

Atque haec sunt calculi differentialis vel summatorii Elemenfa, secundum 
quem etiam forraulae maxime compositae tractari possunt, tantum pro 
fracta Tel irrationali quantitate, vel alia quaevis, modo ea indefinita, hoc 
est X Tel y^ vel alia terminum alicujus seriei in genere exprimens, ingre* 
diatur. 
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